Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 2

H:{(w ‘f) |z,w€C}

1. Sprawdz, ze H z dziataniami dodawania i mnozenia macierzy tworzy ciato nieprze-
mienne. Znajdz centrum tego ciala.

2. Dla ¢ € H okre§lamy norme wzorem |q| = v/det q. Niech Sp(1) = {q € H | |¢| = 1}.
Sprawdz, ze Sp(1) z operacja mnozenia jest grupa. Uzasadnij, ze grupa ta sklada sie
ze wszystkich unitarnych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku 1; z tego tez powodu jest ona
oznaczana SU(2).
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3. Sprawdz, ze zbior Q@ = {£1,4+i, +j,+k} tworzy grupe multyplikatywna. Jesli jej
nie znasz, zapoznaj sie¢ z nia: napisz tabelke dzialania, opisz centrum, komutant,
klasy sprzezonosci, podgrupy normalne i ilorazy. Czy znasz inng nieprzemienng grupe
o$mioelementowg?

4% SU(2)/{£1} ~ SO(3)

W ponizszych dwéch zadaniach pracujemy nad ciatlem liczb 5-adycznych Qs. W
szczegllnosei |z| oznacza 5-adyczny modul (wartosé bezwzgledna) liczby = € Q5. Na
przyklad: |1/5| =5, |1] =|— 17| =1, |10| = 1/5, |0] = 0.

5.a) Sprawdz, ze w Qs istnieje ¢ — pierwiastek z —1. Wylicz kilka ostatnich cyfr rozwiniecia
liczby ¢ w uktadzie piatkowym.
b) Niech

w- (3 35)

Zmajdz wartosci wlasne i wektory wlasne tej macierzy (nad Q5). W szczegdlnosei
sprawdz, ze jej wartosci wlasne A, X speliaja [A\| < 1 < ||
¢) Uzasadnij, ze jesli n € Z \ {0}, to kazdy wyraz macierzy M™ ma modut 5"
6. Niech

3/5 —4/5 0 1 0 0
a=14/5 3/5 0|, b=|0 3/5 —4/5
o 0 1 0 4/5 3/5

Udowodnij, ze te dwie macierzy generuja grupe wolna. Uzyj lematu ping-pongowego
ze zbiorami (b[A] C B itp.)

A={(z,y,2)" € Q3 ||zl =yl > |2},  B={(z,y,2)" € Q3 |lz| <yl =2[}.



