Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 3
Je n’ai pas le temps

Niech (tu i dalej na tej liScie) p: G — GL(V') bedzie reprezentacja grupy skonczonej
na skonczenie wymiarowej zespolonej przestrzeni liniowej V. Charakterem reprezentacji
p nazywamy funkcje x,:G — C dana wzorem x,(g) = Trp(g). Powiemy, ze funkcja
f:G — C jest charakterem, jesli jest postaci x, dla pewnej p.

1. (Przypomnienie) Jak wyglada postaé¢ Jordana p(g)?
2. (Elementarz) Sprawdz, ze

(a) xp(1)=dimV, (b)) xolg~ ") =x0(9),  (c) xplghg™") =x,(h).

3. (Cukierki) Sprawdz, ze:
a) jesli x,(1) =1, to x,(g9h) = x,(9) - X, (h);
b) jedli dla kazdego g € G zachodzi |x,(g)| = |x,(1)], to p jest suma prosta reprezen-
tacji jednowymiarowych, parami izomorficznych.

4. (O konstruktach tensorowych) Zalézmy, ze f,g: G — C sa charakterami. Uzasadnij,
ze charakterem jest tez wowczas funkcja: f +g, fg, f, 9— 35(f(9)? £ f(g?)), ...

5. (Do rzeczy, czyli przyklady)

a) Wylicz charatery znanych Ci nieprzywiedlnych reprezentacji grup S(3), S(4)
(powinienes ich znaé po trzy).

b) Wez swéj ulubiony wieloécian foremny. Przesun go tak, by jego Srodek znalazt
sie w zerze; niech G bedzie jego grupa symetrii. Dzialanie elementu g € G na
wielo$cianie rozszerza sie do liniowej izometrii R?; tak zadaliémy reprezentacje G
na R3. Wylicz jej charakter.

c) Na przestrzeni C(G) = {f:G — C} definiujemy lewa reprezentacje regularng
G wzorem (A\g(9)f)(h) = f(g~'h), za$ prawa regularng wzorem (pg(g)f)(h) =
f(hg). Oblicz charaktery tych reprezentacji. Wyjda takie same, bo przeciez to
izomorficzne reprezentacje — prawda?

6. (Udrednianie)
a) Czy jest 151 YXyeq P(9)?
b) Niech (p, V) i (m, W) beda reprezentacjami G, za$ L:V — W przeksztalceniem
liniowym. Udowodnij, ze odwzorowanie Ag(L): V — W dane wzorem
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okresla morfizm reprezentacji (odwzorowanie ekwiwariantne, przeplatacz) — spel-
nia ono warunek 7(g)Aq(L) = Ag(L)p(g).
c) Niech (,) bedzie iloczynem skalarnym na V. Udowodnij, ze wzor

<7 G |G|Z >

geG



10.

11.

12.

13.

okre$la na V iloczyn skalarny zachowywany przez kazde przeksztalcenie p(g)
(tzw. p-niezmienniczy).
(Unitaryzacja, czyli to samo w przebraniu) Niech p: G — GL(n, C) bedzie homomor-
fizmem (G jak zwykle skonczona). Udowodnij, ze istnieje macierz P € GL(n, C), taka
ze dla kazdego g € G macierz Pp(g)P~! jest unitarna.

(Rozklad) Udowodnij, ze V jest rozkladalna, tj. izomorficzna z suma prosta reprezen-
tacji nieprzywiedlnych.
(Schur)
a) Miedzy nieizomorficznymi nieprzywiedlnymi reprezentacjami (skonczonej) grupy
G nie ma niezerowych przeplataczy.
b) Przestrzen wlasna endomorfizmu reprezentacji jest podreprezentacja (podprze-
strzenia niezmiennicza).
c) Endomorfizmy nieprzywiedlnej reprezentacji (skonczonej) grupy G sa wszystkie
skalarnymi krotnosciami identycznosci.

(Unitaryzacja — zawsze ta sama) Udowodnij, ze na nieprzywiedlnej reprezentacji V'
niemienniczy iloczyn skalarny jest, z doktadnoscia do skalowania, jedyny.

(Wspblcezynniki macierzowe) Ustalmy na V' niezmienniczy iloczyn skalarny oraz orto-
normalng baze (e;). Funkcje na G postaci p;;(g) = (p(g)ei, e;) nazywamy wspdlczyn-
nikami macierzowymi reprezentacji p. Uzasadnij, ze cho¢ same wspotczynniki zaleza
od wyboru bazy, to rozpinana przez nie podprzestrzen C(G) juz od tego wyboru nie
zalezy.

(Ortogonalno$é¢ wspdlczynnikéw macierzowych) Na przestrzeni C(G) wprowadzmy
iloczyn skalarny:

(F,G) = é S F(g)Glg).
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Niech V' i W beda nieizomorficznymi nieprzywiedlnymi reprezentacjami G, z ortonor-
malnymi bazami (e;), (f;). Usrednij odwzorowanie f; ® ef:V — W i zastosuj lemat
Schura. Wyniknie stad, ze wspotczynniki macierzowe V' sa ortogonalne do wspotezyn-
nikéw macierzowych W (w przestrzeni C(G)). W szczegdlnosci (xv, xw) = 0.

(Charaktery to uklad ortonormalny) Niech V' bedzie nieprzywiedlna reprezentacja
G. Zastosuj argument z poprzedniego zadania (ze stosownymi modyfikacjami) do
przypadku W = V'; uzasadnij, ze charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworza w
C(G) uklad ortonormalny.

Rozkladalnosé reprezentacji w potaczeniu z ortonormalnoscia uktadu charakteréw ma

dramatyczne konsekwencje / jest Zrodlem przedniej zabawy. Na przyklad:
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Niech V = C3 bedzie reprezentacja S(3) permutujaca wektory standardowej bazy (ta
z pierwszej listy). Jakie nieprzywiedlne skladniki, i z jakimi krotnosciami, pojawia sie
w rozkladzie reprezentacji Hom(V®3 A2V)?

Napisz tabelke charakteréw osmioelementowej grupy kwaternionowej Q.



