Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 4

1. Wez grupe zwarta. Znajdz miare Haara. Powtarzaj - ad nauseam.

2. Grupe Sp(1) jednostkowych kwaternionéw utozsamiamy ze sfera S° C C? ~ R* przez

woZ
miara powierzchniowa na sferze.

< R <§)) Uzasadnij, ze przy tym utozsamieniu mierze Haara odpowiada

3. (Jednoznaczno$é miary Haara) Niech p, v beda lewo-niezmienniczymi miarami Haara
na (lokalnie) zwartej grupie G. Dla kazdego zwartego, symetrycznego otoczenia je-
dynki oo wybierzmy nieujemna ciggla funkcje v, o no$niku w «, ktéra jest symetryczna
(Yo (@) = b (21)) oraz spelnia | ta() dp(z) = 1.

a) Uzasadnij, ze da sie takie funkcje 1, dobraé.

b) Uzasadnij, ze kolekcja (14 )q jest jednoscia aproksymatywna: dla kazdej f €
C.(G) ciag uogolniony [ f(x)te(x~'y) du(z) zbiega (jednostajnie) do f(y).

¢) Uzasadnij poprawno$¢ rachunku:

[t avt) =tin [ [ fa)vatey) duta) dvty)
= /f(w) 11({}1/%(90‘@) dv(y) dp(x) = c'/f(y) du(y)

d) Konluzja: v = ¢ p dla pewnej stalej ¢ > 0.

4. Niech u bedzie lewo-niezmiennicza miara Haara na (lokalnie) zwartej grupie G. Niech
R, (gdzie g € G) oznacza prawe przesuniecie: R;:G 3> h— hg € G.

a) Uzasadnij, ze (Ry).p jest lewo-niezmienniczg miara Haara na G. Wywnioskuj
stad, ze jest ona postaci A(g) - u dla pewnej liczby A(g) > 0.

b) Uzasadnij, ze odwzorowanie A:G 3> g — A(g) € R} jest ciagtym homomor-
fizmem G w grupe multyplikatywna dodatnich liczb rzeczywistych. (Nazywa sie
je funkcjg modularng grupy G i oznacza Ag.)

c¢) Sprawdz, ze grupa G ma obustronnie niezmiennicza miare Haara wtedy i tylko
wtedy, gdy Ag = 1. Takie grupy nazywamy umimodularnyms.

d) Uzasadnij, ze kazda grupa zwarta jest unimodularna. Czy znasz jakie$ niezwarte
grupy unimodularne?

5. Znajdz lewo- i prawo-niezmiennicze miary Haara oraz funkcje modularng na grupie

“ax+b” tzn. grupie macierzy postaci (8 11>)

6. Miara Haara p na grupie GL(n, R) jest absolutnie ciagla wzgledem miary Lebesgue’a
¢ na przestrzeni M, ., (R) ~ R™ (ktérej grupa GL(n, R) jest podzbiorem otwartym).
Znajdz funkcje f: GL(n,R) — R, taka ze du = f - d¢.

7. Uzasadnij zwarto$¢, zbadaj spdjnos¢ i wyznacz wymiar grup: U(n), SU(n), O(n),
SO(n).

8. Niech G — grupa zwarta, wéwczas funkcje ciaglte C(G) z operacja splotu (f1 * f2 () =

S 1(2y~1) fa(y) dy) stanowi algebre Banacha: [|f1 + folloo < IIfillocll/alloo: Jesli G
jest nieskonczona, to ta algebra nie posiada jedynki.



0j, prozno sie czlek prosty dorozumieé stara,
0j, co to jest za miara zwana miarg Haara;



