Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 5

Na tej liscie G oznacza grupe skonczong, CG jej algebre grupowq, czyli algebre splo-

towg funkcji f:G — C, czesto zapisywanych w postaci deG f(g) - g. Przez CglassG
oznaczamy podalgebre CG zlozZong z funkcji, ktore sq stale na kazdej klasie sprzezonosci.
Rozwazamy reprezentacje G na skonczenie wymiarowych zespolonych przestrzeniach linio-
wych.

1.

Sprawdz, ze &4 * 0, = 0gp,. (Splot funkcji odpowiada wiec, w drugiej notacji, “zwykle-
mu” mnozeniu g - h = gh.)

Uzasadnij, ze C.1,5sG jest podalgebra CG.

. Dla reprezentacji (p, V') grupy G rozwazmy odwzorowanie CG — Endc(V):

fep(f) = Fg)plg)-

geqG

Uzasadnij, ze jest ono homomorfizmem algebr; a jesli f € CelassG, to p(f) € Endg (V).
Sprawdz, ze jesli a,b € CG, to Ag(a)b = axb = pg(b¥)a (gdzie A\¢ oznacza lewa, a
pG prawa reprezentacje regularng G; za$ b¥(g) := b(g™1)).

7 nieprzywiedlna reprezentacja W grupy G zwigzany jest element algebry CG:

dim W —
geG

a) Uzasadnij, ze jesli (p, V) jest reprezentacja G, to p(pw) jest rzutem na sume
sktadnikéw izomorficznych z W w rozkladzie V na sume prosta reprezentacji
nieprzywiedlnych.

b) Uzasadnij, ze py jest idempotentem algebry CG.

c) Uzasadnij, ze jesli W i U sa nier6wnowaznymi nieprzywiedlnymi reprezentacjami
G, tOpW'pUIO.

(Wsk. dowodzac b) i ¢) mozesz uzy¢ a) dla reprezentacji regularnej.)

Zalézmy, ze f € CassG jest ortogonalna do charakteréw wszystkich nieprzywiedlnych
reprezentacji G. Uzasadnij, ze wtedy Ag(f) = 0. Wywnioskuj f = 0. Udowodnij, ze
charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworza baze ortonormalna CgassG.
Uzasadnij, ze jeSli elementy g, h grupy G nie sg sprzezone, to Zx x(g)x(h) = 0 (suma
po wszystkich nieprzywiedlnych charakterach y grupy G). Ile wynosi ta suma, gdy ¢
i h sa sprzezone?

Niech V' bedzie reprezentacja G. Uzasadnij, ze jesli (xv, xv) = 1, to V jest nieprzy-
wiedlna; a jesli (xv, xv) = 2, to V jest suma prosta dwéch nieréwnowaznych reprezen-
tacji nieprzywiedlnych. A co jesli zamiast 2 napiszemy 37 47 57

Niech V bedzie reprezentacja Sy (grupy permutacji) na C% permutujaca osie, i niech
W = {(x;) € C?| 3 x; = 0} bedzie nieprzywiedlna podreprezentacja V. Wykaz, ze
AFW jest nieprzywiedlna dla k = 0,1,...,d — 1. (Wsk. {(xary, Xary) = 2.)



10. Niech {(p;, W;)} bedzie zbiorem nieprzywiedlnych reprezentacji G (po jednej z kazdej
klasy izomorfizmu). Udowodnij, ze wtedy odwzorowanie

CG 3 fr®ipi(f) € @Endc(Wi)

jest izomorfizmem algebry CG z suma prosta algebr macierzowych.



