Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 6

Celem tej listy jest opis nieprzywiedlnych reprezentacji grupy permutacji Sy, z dowo-
dem jak w ksiazce Fultona i Harrisa. Partycja A liczby d to jej przedstawienie w postaci
sumy dodatnich liczb catkowitych; kolejnos¢ ignorujemy — zwykle porzadkujac sktadniki
nierosnaco: A = (A1,..., A k), A1 > A2 > ... > A > 0, DN\ = d. Piszemy: A F d.
7 partycja A\ wiazemy diagram Younga: ustawiamy w pierwszym wierszu A\, kratek, w
drugim Ao kratek itd. Czesto diagram Younga oznaczamy przez A, tak samo jak par-
tycje z ktoérej powstal. Jesli wpisa¢ w kratki diagramu Younga wszystkie liczby od 1 do
d w dowolnej kolejnosci, otrzyma sie tzw. tableau Younga. Permutacja g € Sy dziata na
zbiorze tableau : g7 to tableau, ktére ma liczbe g(i) w tej kratce, w ktorej T' mialo liczbe
1. Z kazdym tableau wiazemy dwie grupy: P — permutacji ktére zachowuja wiersze; () —
permutacji ktére zachowuja kolumny. Dalej, definiujemy elementy algebry grupowej CSy:
a= Zpepp, b= ZQEQ(sgn q) - q, ¢ = ab. Element ¢ nazywa sie symetryzatorem Younga.

Dla partycji / diagramu Younga A utwérzmy standardowe tableau Younga, wpisujac
w diagram A liczby po kolei, od 1 do d, najpierw w pierwszym wierszu do lewej do prawej,
potem w drugim wierszu takze samo itd. 7 tym tableau wigzemy symetryzator cy, i
podreprezentacje V) = CSycy lewej reprezentacji regularnej.

Tw. Reprezentacje V) sa nieprzywiedlne. Kazda nieprzywiedlna reprezentacja Sy jest
izomorficzna z doktadnie jedna z nich.

1. Uzasadnij, ze diagraméw Younga jest tyle samo, ile jest klas sprzezonosci w Sy.

2. Uzasadnij, ze:

a) W kazdym z elementéw a, b, ¢ wspélczynniki to 0 lub £1. W szczegdlnosci
=2 ,epg Y-

b) dla p € P zachodzi pa = ap = a;

c¢) dla g € Q zachodzi (sgnq)gb = b(sgnq)q = b;

d) dla p € P, q € Q zachodzi pc(sgnq)q = c.

3. Zalézmy, ze ¢ € CSy spelnia warunek: dla p € P, ¢ € @ zachodzi pc/(sgnq)q = .
Udowodnij, ze wtedy ¢’ jest skalarng krotnoscig ¢ — wedlug ponizszego planu lub
inaczej. Niech ¢ =37 g ng - g; zaldzmy tez, bez utraty ogélnosci, ze ny = 1.

a) Uzasadnij, ze npgq = (5gnq)ng.
b) Uzasadnij, ze > cpong g =c.
c) Pozostaje pokazaé, ze ny =0 dla g ¢ PQ.
d) Niech T oznacza tableau, do ktérego dobieraliSmy grupy P i Q. Niech g ¢ PQ.
Uzasadnij, ze istnieja dwie rézne liczby, ktore pojawiaja si¢ w jednym wierszu T,
i tez pojawiaja sie¢ w jednej kolumnie ¢g7'. Oznaczmy przez t transpozycje tych
liczb. Uzywajac elementéw p =t i ¢ = g~ 'tg uzasadnij, ze n, = —n,.

4. Uzasadnij, ze dla dowolnego x € CS; element cxc jest skalarng krotnoscia c¢; w

szczegblnosci ¢ - ¢ jest skalarna krotnoscia c.

5. Zalézmy, ze dwie partycje A, u liczby d spelniaja A > p (leksykograficznie), zas T) i
T,, to jakies$ tableaux o ksztaltach zadanych przez te partycje. Udowodnij, ze istnieja
dwie rozne liczby, ktére pojawiaja si¢ w jednym wierszu T}, i tez pojawiaja si¢ w jednej



kolumnie 7T,,. Wywnioskuj stad, ze ay - b, = 0. Nastepnie wykaz, Ze dla dowolnego
x € CSy zachodzi ay -z - b, = 0.

. Zatézmy, ze W C CG jest podreprezentacja lewej reprezentacji regularnej. Niech
m: CG — W bedzie rzutem (lewych) reprezentacji. Uzasadnij, ze istnieje w € W,
takie ze m(x) = zw dla wszystkich z € CG. Wywnioskuj stad, ze jesli W # 0, to
W - W #0.

. Uzasadnij, ze V = V) jest nieprzywiedlna:

a) Uzasadnij, ze ¢V C Cec.

b) Uzasadnij, ze jesli W jest podreprezentacja V', to ¢cW = Cc lub ¢W = 0.

c) Pokaz, ze jesli cW = Cc, to W = V.

d) Pokaz, ze jeSli cW =0to W -W =0.

e) Bonus: ¢V #0

. Uzasadnij, ze V) i V), nie s3 izomorficzne. W tym celu zaléz A\ > p i zauwaz, ze
C,\V,\ 75 0, C)\Vu =0.
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. Liczac odpowiedni $lad pokaz, ze cy - c) = dirﬁ'VA Cx-




