Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 7

Przypomnij sobie grupe SU(2) ~ Sp(1) z listy 2, jej zwiqzek z kwaternionami i opis jej
miary Haara z listy 4. Ponizej bedziemy uzywaé znormalizowanej miary Haara na SU(2):

dg = 1. Niech
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1. (Klasy sprzezonosci w SU(2)) Uzasadnij, ze kazdy element SU(2) jest sprzezony z
macierza a; dla dokladnie jednego t € [0, 7]. Uzasadnij, ze kwaternionowy opis zbioru
elementéw SU(2) sprzezonych z a; wyglada tak:

fSU(z)

{al +bi+cj+dk|a=cost,b® +c +d? =sin?t};

zbiér ten jest wiec dwuwymiarowa sfera o promieniu sin¢. (Wsk.: §lad.)
2. (Calkowanie funkcji klas) Niech f € C1ass5U(2). Uzasadnij, ze

9 [T »
/SU(2) flg)dg = ;/0 flar) sin”(t) dt

Identycznosé (p:SU(2) > g — g € GL(C?)) jest reprezentacjg SU(2) na C2. Niech
pn = S™p bedzie jej n-tq potegg symetryczng - reprezentacig SU(2) na S™(C?). Niech xp
bedzie charakterem py; niech fp(t) = xn(a¢). (n=0,1,2,...)

3. (Charaktery jawnie) Udowodnij, ze

it _ e=in4 Dt gin (n 4 1)t

et — e—it sint

fn(t) = efint + efi("72)t + ...+ e’i(n72)t + eint _

4. (Nieprzywiedlno$é¢) Sprawdz, ze fSU(Q) Ixn(9)|?dg = 1; stad wynika, ze p,, jest repre-
zentacja nieprzywiedlng.

5. (Zupelnosé charakterow) Przypomnij sobie / wywnioskuj z tw. Petera—Weyla, ze dla
zwartej grupy G charaktery nieprzywiedlnych reprezentacji tworza ortonormalna baze
przestrzeni

L3iass(G) = {f € L*(G) | (Vg,h € G)(f(ghg™") = f(h)}.
6. (Stone-Weierstrass) Zauwaz, ze

(%) fa@fe(t) = frask(t) + fasr—2(t) + -+ flni(t)

i wywnioskuj stad, ze liniowa podprzestrzeii C[0, 7| rozpieta przez {f; | j =0,1,...}
jest podalgebra. Pokaz, ze ta podalgebra rozdziela punkty, ze nie znika w zadnym
punkcie. . . ze jest gesta w C|0, 7.



7. (Innych nie ma) Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze uklad {x, | n =0,1,...} jest

ortonormalna baza L2, SU(2); i dalej, ze kazda nieprzywiedlna reprezentacja SU(2)

jest izomorficzna z pewnym p,,.

8. (Iloczyny tensorowe) Rozléz p, @ pr na skladowe nieprzywiedlne. (Wsk.: (x))

9. (Wielomiany ortogonalne) Niech z:[0,7] 2 ¢ +— cost € [—1,1]. Uzasadnij, ze dla
kazdego n istnieje wielomian U, stopnia n, taki ze f,(t) = U,(z(t)). Udowodnij,
ze wielomiany U, tworza ortonormalng baze przestrzeni L?([—1,1], 1) dla pewnej —
jakiej? — miary p. Z jakim nazwiskiem wiaze si¢ ten uktad wielomianow?

(Wsk.: fr(t) — f1(t)"™ jest kombinacja f;(t) z j < n.)
10. (Deser) Z zadania 8 wydedukuj, dla catkowitych dodatnich a, b, ¢, warto$é catki

dt.

/7T sinat - sin bt - sin ct
0 sint



