Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 8

. Niech m: G — GL(V') bedzie unitarna nieprzywiedlna (skonczenie wymiarowa) repre-
zentacja zwartej grupy G. Wykaz, ze zbiér {r(g) | g € G} liniowo generuje End (V).

. Opisz nieprzywiedlne reprezentacje grupy SO(3) i ich charaktery.

(Wsk. SO(3) ~ SU(2)/{xI})

. Grupa SO(3) dziala zachowujac pole na dwuwymiarowej sferze S2, co prowadzi do uni-
tarnej reprezentacji tej grupy na L?(S?). Opisz rozklad tej reprezentacji na nieprzy-
wiedlne sktadniki:

a) Uzasadnij, ze funkcje f: S? — C zadane przez zespolone wielomiany trzech zmien-
nych x, y, z tworza gesta podalgebre w L2(S?).

b) Niech P(n) bedzie przestrzenia wielomianéw jednorodnych stopnia n, za$ P(n)
podprzestrzenia L?(S?) zadana przez wielomiany z P(n). Uzasadnij, ze P(n) jest
podreprezentacja L?(S?).

c) Uzasadnij, ze dim P (n) = dim P(n). Policz ten wymiar.

d) Uzasadnij, ze P(n — 2) jest podprzestrzenia P(n). Jaki jest jej kowymiar?

e) Uzasadnij, ze funkcja F;, zadana przez wielomian (z+iy)™ jest wektorem wlasnym
obrotu R () wokél osi z; znajdz warto$¢ wilasna w zaleznosci od kata 6 tego
obrotu. Co potrafisz powiedzieé¢ o reprezentacji SO(3) w ktérej jest wektor wlasny
obrotu R, (0) o takiej wartosci wlasnej?

f) Analizujac indukcyjnie strukture P(n) uzasadnij, ze F,, € P(n — 2), i ze P(n)
rozklada sie na sume P(n — 2) i jednej (ktérej?) reprezentacji nieprzywiedlne;j.

. Zapewne wiesz, co to jest laplasjan w R3. Sprébuj zdefiniowaé laplasjan w S?. Powigz
poprzednie zadanie z rozktadem L?(S?) na przestrzenie wilasne tego laplasjanu.

. Niech kolekcja funkeji f,, bedzie baza ortonormalna L?(X), za$ g — L*(Y). Uzasadnij,
ze funkcje f,®gs tworza ortonormalna baze L? (X xY). [(fa®gs)(z,y) := fao(2)95(y)]

. Niech k € L?(X x Y). Zdefniujmy operator Ty: L?(Y) — L?(X) wzorem

(Tof) (@) = /X ke f )y

Udowodnij, ze T} jest operatorem Hilberta—Schmidta: dla pewnej/kazdej ortonormal-
nej bazy e, przestrzeni L?(Y) szereg > ||Tjen|* jest zbiezny. Oszacuj tez norme
operatorowa T} w terminach k.

. Niech G bedzie grupa zwarta. Dla ¢ € C(G) okreslamy operator splotu T}, na L*(G)
wzorem

(Tof)(@) = (f % )& /f

a) Uzasadnij, ze jest to operator Hilberta—Schmidta.

b) Uzasadnij, ze jest on przeplataczem lewej reprezentacji regularnej: T, o Ag(g) =
Aa(g) o Ty,.

¢) Uzasadnij, ze dla kazdego f € L*(G) funkcja T}, f jest ciagla.



8. Niech p: G — GL(V) bedzie nieprzywiedlna unitarna reprezentacja zwartej grupy
G. Dla u,v € V okreSlamy wspoélczynnik macierzowy ¢, , jako nastepujaca funkcje
na G: cuw(g) = (p(g)u,; v).

a) Uzasadnij, ze przy ustalonym niezerowym v € V odwzorowanie V 3 u +— ¢, , €
L?(G) reprezentacji p w prawa reprezentacje regularng pg grupy G jest nieze-
rowym przeplataczem — wlozeniem V w L?(G), w dodatku, po ewentualnym
przeskalowaniu, unitarnym.

b) Uzasadnij, ze istnieje (niezerowa) stala C, taka ze dla dowolnych u,v,w,z € V
zachodzi

(CuwsCw,z) = C - (u,w) - (v, 2).



