Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 9

1. Niech C(S?) bedzie przestrzenia cigglych funkcji parzystych (czyli speliajacych
warunek f(z) = f(—x)) na sferze S%2. Rozwazmy operator J:C, (S?) — C,(S?)
zadany wzorem:

In@= [ ra

(Calkujemy po kole wielkim lezacym w plaszczyznie prostopadlej do wektora wodza-
cego punktu z.) Udowodnij, ze operator J jest réznowartosciowy. Innymi slowy:
parzysta funkcje na sferze mozna odtworzy¢ znajac jej catki po kotach wielkich.
[Wsk. Zauwaz, ze operator J jest przeplataczem reprezentacji SO(3) na C (S?). Uzy]
rozktadu reprezentacji L2(S5?) na nieprzywiedlne sktadniki omawianego na poprzedniej
liScie. Uzasadnij, ze kazdy nieprzywiedlny sktadnik jest przestrzenia wtasna J. Co
potrzebujesz wiedzie¢ o wartosciach wiasnych?]

2. Niech A bedzie algebra operatoréw na przestrzeni Hilberta H, ktéra: (a) sklada sie z
operatoréw zwartych, (b) jest zamknieta na sprzezenie, oraz (c) jest niezdegenerowana,
tj. dla kazdego niezerowego v € H istnieje T € A, takie ze Tv # 0.

Udowodnij, ze wtedy H rozklada si¢ w ortogonalng sume prosta domknietych A-
nieprzywiedlnych podprzestrzeni; ponadto, w rozkladzie kazdy nieprzywiedlny sktad-
nik pojawia sie ze skonczona krotnoscia.

a) Wykaz, ze w algebrze A jest niezerowy operator samosprzezony 7.

b) Niech A\ bedzie niezerowa wartoscia wlasna T'. Zalézmy, ze V' < H jest domknieta
i A-niezmiennicza. Zalézmy tez, ze przestrzen wilasna T w V odpowiadajaca
warto$ci A ma najmniejszy mozliwy dodatni wymiar (przy wszystkich dopuszczal-
nych V). Uzasadnij, ze V jest wtedy A-nieprzywiedlna (nie ma nietrywialnych
A-niezmienniczych domknietych podprzestrzeni). [To jest niestety nieprawda.
Ale jesli wzigé niezerowy v € 'V spelniajgcy Tv = v, to domkniecie Av juz
bedzie A-nieprzywiedine.]

c¢) Dokoricz.

3. Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta, zas A = C.(G) algebra funkcji ciaglych o
zwartych nosnikach, ze splotem jako mnozeniem. Zalézmy, ze p: G — B(H) jest
ciagla reprezentacja grupy G na przestrzeni Hilberta H. Dla ¢ € A okreslamy

o) (v) = /G o(@)plg)v dg,

oraz A = {p(p) | p € A}.

a) Uzasadnij, ze A jest algebra operatoréw na H, zamknieta na sprzezenie i niezde-
generowang — ale niekoniecznie ztozona z operatoréw zwartych.

b) Uzasadnij, ze domknieta podprzestrzenn V' < H jest A-podreprezentacja wtedy i
tylko wtedy, gdy jest G-podreprezentacja; i jest A-nieprzywiedlna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest G-nieprzywiedlna.

[Wsk. uzyj jednosci aproksymatywne;j.]



4. Zalézmy, ze I jest dyskretna i kozwarta podrupa unimodularnej lokalnie zwartej grupy
G (np. Z" < R").

a) Przekontempluj przestrzen L2(I'\G); w szczegdlnosci uzasadnij, ze miara Haara
na G indukuje skoniczona prawoniezmiennicza miare na zwartej przestrzeni I'\G.

b) Uzasadnij, ze wzér (p(g)f)(I'z) := f(I'xg) definiuje reprezentacje unitarna G na
L?(T\G).

c¢) Udowodnij, ze A = {p(¢) | ¢ € C.(G)} jest podalgebra B(L*(T'\G)) spelniajaca
wszystkie zatozenia zadania 2.

d) Udowodnij, ze reprezentacja grupy G na L?(I'\G) rozklada si¢ w ortogonalna
sume prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji unitarnych, w ktorej kazdy sktad-
nik wystepuje ze skonczong krotnoscia.

5. Obmyél ciekawsze przykltady dyskretnych kozwartych podgrup niz Z" < R".

Czy np. umiesz znalez¢ kozwarta dyskretna I' w SL(2,R)?
Dlaczego SL(n,Z) < SL(n,R) nie jest dobrym przyktadem?



