ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 11A

Niech f(x,y) bedzie okreslona na krzywej L C IR?. Dla podziatu L = L;ULyU. ..UL,
o dlugosciach As; i dla punktéw (z;,y;) € L; tworzymy sume Y f(x;,y;)-As;. Napis
i<n
[ f(@y) ds = 37 f(zi,y:) - As;
L i<n
oznacza, ze catka krzywoliniowa nieskierowana z f po L jest przyblizana przez owe
sumy tym lepiej im drobniejszy jest podzial.

Calke te mozna interpretowa¢ wielorako, np.:

— jako minimalny czas przejazdu trasy L (zgodny z przepisami), gdzie f podaje
ograniczenie maksymalnej szybkosci ,

— jako pole plotu (jednej strony) ustawionego na linii L o sztachetach o szerokosciach
...... i wysokosciach f(x;,v:),

— jako koszt ulozenia rurociagu wzdtuz linii L, gdzie f(x;,y;) méwi o cenie budowy
1 metra w miejscu (z;,y;).

Okrag L z rysunku obok jest podzielony na ...... czesci
o dhugosciach ...... s e s s s e s s e

Funkcja f(x,y) = [z +y]? jest na tych czedciach stata (niemal).
Zatem wybierajac punkty z tych czesci (poza kropami) mamy:

[ le+yPds =9 T44-T41.T40- T4 T4 T =77 o ) B

PRZYKEADY. (na palcach)
a) Dla K = brzeg [0,1]? i f(z,y) =y +1:

[ flzy)yds= [ ... ds+ [ ... ds+ [ ... ds+ [ ... ds =
K [0,1]x{0} {1} x[0,1] 0,1%{1}  eeeeeieeeen

b) DlaV = {(z,|z|): |z| <1} i f(z,y) =7z +yV/3:

ff(x,y)ds:wf oods+ .. f ... ds =
14 \% v

c) [ arcsiny ds =

224y2=1
z,y=0



Tw. Gdy L ma paremetryzacje (x(t),y(t)), t € [a,b] klasy C!, to
b
dx\2 d
[t@ayas= [ a0 (5) + (5)
L a

PRZYKLAD.

a) Dla L = {(x,2%):2 € [0,1]} z parametryzacja: x =t, y= ..., t € [...,..]:

Tw. Gdy 7: [a,b] = T, 7= (x(t),y(t), 2(¢)) jest gladks parametryzacja tuku T, to
dx\?2 dy\ 2 dz\?
/fds—/f 00 () + () + ()

—

WNIOSEK. Gdy 7 : [a,b] — T, ¥ = (x(t),y(t), z(t)) jest gladka parametryzacja,
(jednokrotna) tuku T, to dlug‘oéé tego tuku mozna opisaé calka:

Ir| = /1ds—/ \/ dt2+(%)2dt.

PRZYKLAD. (za zmudny)
Gdy T jest tamana ABC, gdzie A(0,1,0), B(2,2,3),C(2,2,1), to parametryzujemy
oddzielnie odcinki AB i BC np.

Pag :[0,1] = AB, Fap = (2t,1+4,3t) i Fpe:[0,2] = BC, Fac = (2,2,3 —t).

czyli

1 2
Jwev142zds = [(2te'+6¢)-v/22 + 12 + 32di+ [(2e* +6—2¢)-1/02 + 0% + (—1)2dt =
T 0 0

=14 2tet — 2et + 31|} + [(2e + 6)t — 22 = ... =5/ 14 + de + 8 .



