ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI 11B.
CALKA POWIERZCHNIOWA NIEZORIENTOWANA

Niech f(z,y,z) bedzie okreslona na powierzchni S. Podziat w = {S1,S52,...,5n}
powierzchni S na ’prawie rozlaczne platy’ o polach |S;| 1 wybdér punktéw a; € S;
wyznacza pewne przyblizenie calki powierzchniowej niezorientowanej:

fsf flz,y,2)dS =~ i fla;) - |Si]

Doktadniej: jesli dla coraz drobniejszych podzialéw (o $rednicach zbieznych do 0) sumy
po prawej stronie sa, coraz blizej pewnej liczby (niezaleznie od wyboru punktéw), to te
liczbe nazywamy catka powierzchniowa niezorientowana funkcji f po powierzchni S.

INTERPRETACIE. [[¢ f(z,y,2)dS :
- masa powierzchni S, ktérej gestosé w punkcie (x,y, 2) ma wartosé f(z,y, z) [kg/m?],
- koszt wylozenia S kafelkami, ktérych cena w (z,vy, 2) wynosi f(x,y, z) [zt/m?].

A2
1. Na powierzchni S szescianu [0,1]® f(z,y,2) = [t +y+2z]+7 L
przyjmuje wartodci: 0+, 1+, oo, Zatem DR
[[[z+y+2]+7dS=0+m)-3-3)+ ...... + e = . : “il,
S i o Wty e

Dla funkcji f(z,y,2) = [2] - [y + 7] mamy:
JJE-y+Tids = J] 2] ly+71dS = %

Tw. Jedli powierzchnia S jest wykresem funkcji gtadkiej g(z,y) okreslonej na
obszarze D C IR?, czyli gdy S = {(z,4,2) : z = g(z,y), (x,y) € D}, to catke
powierzchniowa, z funkcji f : S — IR zamieniamy na calke podwdéjna;

JJ @v.2)dS = [f f(z,y.9(z.1))- 1592 +(52)% dw

2. S ={(z,y,2) : 2e+3y+2z =6, x,y,z > 0} jest wykresem f-cji g(z,y) = 6—2z—...

o dziedzinie D = {(x,y) : 0 <z <3, ... <Y< }; zatem

3 e
[[(z=6)2dS = [[(6—22—3y—6)%-\/1+ (-2)>+ .. dw=[ [ ... dydx = ...
S D 0 0

3. Polsfera S = {(x,y,2) : 2% + y? + 2% = 22,2 > 1} jest wykresem funkcji
g(T,y) = o o dziedzinie D = {(z,y) 1.t };  zatem

[[zdS=[[(.ccoeeiiin. ERVAE 12+ (e 12 dw = ...
S D




4. Dla brzegu S czworoscianu 0ABC' (p.rys.) calki powierzchniowe mozna obliczyé
‘na palcach’:

a) [[qelttVlas= ... =e |5 = ..
b) [[gelr¥ds= ...
c) [[yeletlds= .

d) [fgelrtvralas = .

Do ktérych catek pomocne sa rysunki (z prawej)?

4’. Oblicz. (Ponizsze calki opisuja objetoéci pewnych ostroshupéw; opisz je (stowami).)

a) [[ zdS = obj. ostrostupa o podstawie AABC i wysokosci 2,
ABC

b) [f zdS=

ABC

c) [[z+ydS=
ABC

5. Oblicz I V14422 + 492 dS =

z4a?4y?=1
z>0



