ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 11C
Tw. Gdy 7: [a,b] = T, 7=

Bywa, ze zloty taricuszek jest na tyle cienki, ze chcemy go uwazaé za okrag L rb—
L: z(t) = cost, y(t) =sint, t € [0, 27]. /fds:/f(
Jednak waga nam méwi, Ze ogniwa nie sa jednakowe. Doktadniej jego gestosé (gestosé
liniowa) jest réwna: g(x,y) = 3y?, to znaczy dla malego kawateczka iloraz masy przez r @
dlugoéé jest réwny 3y2. Wtedy masa calego laricuszka jest réwna M = S g(z,y)dl.
L

(z(t),y(t), z(t)) jest gladka parametryzacja, tuku I, to
x(t

)0 20) (e (e s (Lo

Podobnie rzecz si¢ ma ze srebrng patera S
S: 2?24 y?+22=1, 2<0.
Waga w $rodku jest duzo wieksza niz przy brzegach (jest tam grubsza), np. jej
gestosé (gestosé powierzchniowa) jest réwna: g(x,y, z) = 7|z|, to znaczy dla malego
kawaleczka iloraz masy przez pole powierzchni jest rowny 7z. Wtedy masa calej
patery jest réwna M = [[ g(z,y,z) dS.
s

A jak to jest z masa, niejednorodnego tréjkata w IR? czy czworoécianu w IR3?
Podobnie (ale juz wystarcza 'zwykla’ catka podwdjna czy potréjna).

Przyklad A.
Znajdz mase M pierwszego zwoju linii sSrubowej x = acost, y = asint, z = bt, gdy
gestosé w kazdym punkcie jest proporcjonalna do kwadratu odleglosci od (0,0,0).

M = [ gla,y,2) dil = [ (/2?2 + 22)* di =
L L

= ?ﬂk(\/(a cost)? + (asint)? + (bt)2)% - \/(—asint)? + (acost)? + (b)2dt = ...
0

= kva® + b2 (2a’T + $b?n3) . a



UMOWA. Ponizej ’wyznacz’ oznacza ’‘zapisz jako calke iterowana lub sume calek
iterowanych w ukl. kartezjaniskim i/lub cylindrycznym (biegunowym)’.

Przyklad B. Niech T oznacza trékat o wierzchotkach (1,0,0),(1,1,0),(0,0,3).
Wyznacz jego mase gdy gestosé g = g(x,y, z) jest proporcjonalna do sze$cianu od-
legtosci od punktu (1,1,0) i ma najwieksza wartosé¢ réwna, 7

gestosé g = g(z,y,2) =k - /(z — 1)2 1)2+(z—0)23.

7=supg[T] = ¢(0,0,3), (argument za ostatnia réwnoscia daje geometria)
zatem 3
7=k \/(0—1)2+(0—1)2+32
skad
k=

113/2

Dalej zauwazmy, ze T jest wykresem funkcji z = z(z, y) = 3—3z o dziedzinie bedacej
tréjkatem D C IR? o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1, 1).

M:gg(x’y’z)dS:fou%/z'\/(x*1)2+(y71)2+z23d5:

7fjjf113/2'\/x*1)2+(y*1) +(3-32)2 - /1+ +(0)2 dw =
1
J
0

75 /(= 1)? +(y—1)2+(3—3m)23-\/ﬁdydx O

Ct—sy

Przyklad C. Niech tréjkat z Przyktadu B. obraca sie¢ w stalym tempie 3 obrotéw
na sekunde wokot osi OZ. Wyznacz jego energie kinetyczna,

"Maly’ kawateczek AT z punktu (z,y, z) ma szybkos$é v = 3-2m+/x? + y2, bo w ciagu
sekundy przebywa droge 3 - 2m\/2? + y2. Ma mase AM = g(z,y,2) - |AT | pote-
Zatem wnosi do energii kinetycznej warto$é % “AM -2,

By = ff (3-2m\/22 1 42)? ~11%/2\/(x71)2+(y71)2+z23dT:

=Jf 1121272'(12+y2)'\/($*1)2+(y*1) B3 I+ (3] + (0P de =

D
1z 5

=[R2yt o 1P (Y- 1)2+(3—3x)23-\/10dy dx O
00

Tw. Jedli powierzchnia S jest wykresem funkcji gltadkiej g(x,y) okreslonej na

obszarze D C IR?, czyli gdy S = {(z,y, 2)

PR = g(x7y)7 (CC,y) S D}, to Ca}k@

powierzchniowa, z funkcji f : S — IR zamieniamy na catke podwdéjna;

[f f(z,y,
S

z)dS = j];ff(x,y,g(ﬂy))'

0
1+(52

P+ (32 d




Przykitad D. Podlsfera S ma w danym punkcie gestosé rowna kwadratowi odleglosci
od osi symetrii. Wyznacz srodek masy S.

Mozemy przyjaé, ze S = {(z,y,2) : 22 + y> + 22 = 1, z > 0} jest wykresem funkcji
z = 2(z,y) = +y/1 — 22 — y? o dziedzinie D = {(z,y) : 2% + 3> < 1}.

2
Wtedy gestosé g = g(z,y,2) = Va2 +y? .
Przy takiej gestosci srodek masy lezy oczywiscie na osi symetrii (czyli na osi OZ).
Niech s oznacza trzecia wspolrzedna, srodka masy S.

Mamy: s = 37 [[ z-g(z,y,2) dS, gdzie M = [[ g(z,y,2)dS
S S

Obliczamy:
_ _ 2 2) . —2z 2 4 —2y 2 =
Mffsfg(x,y,z)dS—ff(x +y?) \/ (2\/1 x2_y) (2\/1 xZ—y) dw
I I P
dr dp = 2m - Cuiten YR S0 SIS Y
06 1 V1i-r2 0 Vi-r? 3
Dalej

Odp. Srodek masy S lezy na osi symetrii w odleglobm od sfery, po 'wewnetrznej’
stronie sfery. ]

Przykiad E. Niech S oznacza stozek o wysokosci 1 i promieniu podstawy 1.
Niech W oznacza walec o érednicy podstawy réwnej 1 1 wysokosci 1, ktérego podsta-
wa lezy na podstawie stozka i na ktérego powierzchni bocznej lezy wysokosé stozka.
Niech V' = SN W. Zapisz jako calke (lub sume calek) iterowanych:

a) objetos¢ V

b) pole powierzchni V

c) dlugosé ’krawedzi’ V, to znaczy zbioru tych punktéw powierzchni V', ktére
nie sa, gladkie (w ktérych nie ma plaszczyzny stycznej do powierzchni).



