ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI 12A
CALKA KRZYWOLINIOWA SKIEROWANA

Napis f F o dF oznacza calke krzywoliniowa z pola F po krzywej skierowanej I'.
r

n
/ﬁodf ~ Y F(R) o (7 — 7o),
T =1

gdzie punkty 7, 71,75, ..., Ty leza na krzywej I' zgodnie z jej skierowaniem.
Przyblizenie jest tym lepsze, im 'gesciej’ te punkty leza na krzywej.

Interpretacja fizyczna: praca...

PRZYKLAD. Dla F(z,y) = (zy,22), T = {(z,2%) : z € [0,1]}i 7} =

(4 (2)7) mamy

lim 3 F(7)o (7 — F1) = lim 3 (%,%)o(i,zigl) -

n—00 n—00 ;1

fﬁodf':
r

dalej
z Wol framem

1
. n 3 3 2
= lim ) (#Janf ) =...

Inne oznaczenia: dla F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)),
JFodrf=[P(z,y)de+Qz,y)dy= [Pdx+Qdy
r r r

Tw. Gdy 7: [a,b] = T, 7= (x(t),y(t)) jest gladka parametryzacja, tuku T, to

[ Pa,0) o+ Qo) dy = f Pa(®). y(1) £ + Qa(t), y(t)) % at

PRZYKLAD C.D. Dla F(z,y) = (zy,22), T = {(t,#2) : t € [0, 1]} mamy

1 1
!Fod?:!xydx—kady:{t-t2%+t2%’dt:gt~t2~1—|—t2-2tdt:

Dowo6D (szkic)

b
l[FodF ~ Y Fio AT =Y Fyo (% -At) =3 (Fio %) - Aty ~ [P % +Q 4 dt,
K3 7 7 a
gdzie za 'wezyki’ odpowiadaja definicje, a za = — pojecie wektora predkosci. O
Dowép. (TEN SAM co powyzej! TEZ szkic!)

[ P(z,y) de+ Q(z,y) dy ~
T

> (Pla(ti)), yt)) - L) 1 Q(a(h), y(t:)) - L)) A¢
= ; (P(Z‘(tz))vy(tz)) x’(fl) +Q(3«“(tz),y(tl)) y’(ﬁ)) At~



Dla pola F = (P,Q), gdzie P(z,y) =z +y, Q(x,y) = 2y i okregu jednostkowego L
mamy

e przy parametryzacji x(t) = cost, y(t) =sint, 0 <t < ...

[ Pdz + Qdy = [(cost+ ... ) (—sint) + (2 ...... ) dt =
L 0

e przy innej parametryzacji L1: xz(t) =sint, y(t) = cost, 7 <t < 3w

J Pdz + Qdy = [(sint+ ...... ) (cost) + (2 ...... ) e dt =
Ly

T

e przy innej parametryzacji Lo: (t) = cost?, y(t) =sint?, 0 <t <27

J Pdz+ Qdy = [(cost®+ ...... ) (=2tsint?) + (2 ...... ) dt =
L» 0

Ogdlnie: gdy T oznacza tuk od A do B (gdzie porzadek jest wyznaczony przez pewna,
parametryzacje), to przez —I" rozumiemy ten sam zbiér punktéw, ale uporzadkowany

przeciwnie: od B do A; wtedy [ Pdr+Qdy+ Rdz=— [Pdx+Qdy+ Rdz .
-T r

Gdy 7: [a,b] = T, ¥ = (x(t),y(t), 2(t)) jest gladka parametryzacja, tuku T, to catke
b

skierowana, zamieniamy na zwykla: [ Pdz + Qdy + Rdz = [ P2 + Q% +R% gt
r a

PRZYKLAD. Gdy T jest lamana ABC, gdzie A(0,1,0),B(2,2,3),C(2,2,1), to
parametryzujemy oddzielnie AB i BC np. 7ap : [0,1] = AB, ¥ap = (2t,1 +1,3t) i
FBC : [0,2] — BC, 'FBC = (2,2,3 — t) Wtedy fF e = fﬁ oot f% i

[ 22da + xzdy + ydz = (55 22de + xzdy + ydz) + ([55 22de + vzdy + ydz) =
:f01(3t)2-2+2t-3t~1+(1+t)~3dt+f02(3—t)2~0+2-(3—t) 0+2-(-1)dt =
= [} 2462 + 3t + 3dt + [ —2dt = [8t3 + 32+ 3t] ) + [-2t]3 = 125+ (—4) = 8,5




