
Analiza matematyczna 3, Notatki 12a

Ca lka krzywoliniowa skierowana

Napis
∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ oznacza ca lke
‘

krzywoliniowa
‘
z pola F⃗ po krzywej skierowanej Γ.∫

Γ

F⃗ ◦ dr⃗ ≈
n∑

i=1

F⃗ (r⃗i) ◦ (r⃗i − r⃗i−1),

gdzie punkty r⃗0, r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗n leża
‘
na krzywej Γ zgodnie z jej skierowaniem.

Przybliżenie jest tym lepsze, im ’ge
‘
ściej’ te punkty leża

‘
na krzywej.

Interpretacja fizyczna: praca...

Przyk lad. Dla F⃗ (x, y) = (xy, x2), Γ = {(x, x2) : x ∈ [0, 1]} i r⃗i =
(

i
n ,

(
i
n

)2)
mamy

∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ = lim
n→∞

n∑
i=1

F⃗ (r⃗i) ◦ (r⃗i − r⃗i−1) = lim
n→∞

n∑
i=1

(
i3

n3 ,
i2

n2

)
◦
(
1
n ,

2i−1
n2

)
=

= lim
n→∞

n∑
i=1

(
i3

n4 + 2i3−i2

n4

)
= . . . = lim

n→∞
1
n4

(
3

n∑
i=1

i3 −
n∑

i=1

i2
)

= dalej
z Wolframem

= lim
n→∞

1
n4 · 1

12n(n + 1)(9n2 + 5n− 2) = 3
4

Inne oznaczenia: dla F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫
Γ

P (x, y) dx + Q(x, y) dy =
∫
Γ

P dx + Q dy

Tw. Gdy r⃗ : [a, b] → Γ, r⃗ = (x(t), y(t)) jest g ladka
‘
parametryzacja

‘
 luku Γ, to∫

Γ

P (x, y) dx + Q(x, y) dy =
b∫
a

P (x(t), y(t)) dx
dt + Q(x(t), y(t)) dy

dt dt.

Przyk lad c.d. Dla F⃗ (x, y) = (xy, x2), Γ = {(t, t2) : t ∈ [0, 1]} mamy∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫
Γ

xy dx + x2 dy =
1∫
0

t · t2 dx
dt + t2 dy

dt dt =
1∫
0

t · t2 · 1 + t2 · 2t dt = ......

.

Dowód (szkic)∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ ≈
∑
i

F⃗i ◦∆r⃗i
∗
=

∑
i

F⃗i ◦
(
dr⃗i
dt ·∆ti

)
=

∑
i

(
F⃗i ◦ dr⃗i

dt

)
·∆ti ≈

b∫
a

P dx
dt +Q dy

dt dt,

gdzie za ’we
‘
żyki’ odpowiadaja

‘
definicje, a za

∗
= – poje

‘
cie wektora pre

‘
dkości. 2

Dowód. (TEN SAM co powyżej! TEŻ szkic!)∫
Γ

P (x, y) dx + Q(x, y) dy ≈

≈
∑
i<n

(P (x(ti)), y(ti)), Q(x(ti), y(ti))) ◦ (x(ti+1) − x(ti), y(ti+1) − y(ti)) =

=
∑
i<n

P (x(ti)), y(ti)) · (x(ti+1) − x(ti)) + Q(x(ti), y(ti)) · (y(ti+1) − y(ti)) =

=
∑
i<n

(
P (x(ti)), y(ti)) · x(ti+1)−x(ti)

∆t + Q(x(ti), y(ti)) · y(ti+1)−y(ti)
∆t

)
∆t =

=
∑
i<n

(
P (x(ti)), y(ti)) · x′(t̂i) + Q(x(ti), y(ti)) · y′(t̄i)

)
∆t ≈

≈
b∫
a

P (x(t), y(t)) dx
dt + Q(x(t), y(t)) dy

dt dt. 2



Dla pola F⃗ = (P,Q), gdzie P (x, y) = x + y, Q(x, y) = 2y i okre
‘
gu jednostkowego L

mamy

• przy parametryzacji x(t) = cos t, y(t) = sin t, 0 ≤ t ≤ ... :∫
L

Pdx + Qdy =
...∫
0

(cos t + ...... ) · (− sin t) + (2 ...... ) · ...... dt =

• przy innej parametryzacji L1: x(t) = sin t, y(t) = cos t, π ≤ t ≤ 3π∫
L1

Pdx + Qdy =
...∫
π

(sin t + ...... ) · (cos t) + (2 ...... ) · ...... dt =

• przy innej parametryzacji L2: x(t) = cos t2, y(t) = sin t2, 0 ≤ t ≤
√

2π∫
L2

Pdx + Qdy =
...∫
0

(cos t2 + ...... ) · (−2t sin t2) + (2 ...... ) · ...... dt =

Ogólnie: gdy Γ oznacza  luk od A do B (gdzie porza
‘
dek jest wyznaczony przez pewna

‘
parametryzacje

‘
), to przez −Γ rozumiemy ten sam zbiór punktów, ale uporza

‘
dkowany

przeciwnie: od B do A; wtedy
∫
−Γ

P dx + Q dy + R dz = −
∫
Γ

P dx + Q dy + R dz .

Gdy r⃗ : [a, b] → Γ, r⃗ = (x(t), y(t), z(t)) jest g ladka
‘
parametryzacja

‘
 luku Γ, to ca lke

‘

skierowana
‘
zamieniamy na ’zwyk la

‘
’:
∫
Γ

Pdx + Qdy + Rdz =
b∫
a

P dx
dt + Qdy

dt + R dz
dt dt

Przyk lad. Gdy Γ jest  lamana
‘
ABC, gdzie A(0, 1, 0), B(2, 2, 3), C(2, 2, 1), to

parametryzujemy oddzielnie AB i BC np. r⃗AB : [0, 1] → AB, r⃗AB = (2t, 1 + t, 3t) i
r⃗BC : [0, 2] → BC, r⃗BC = (2, 2, 3 − t). Wtedy

∫
Γ
... =

∫
AB

... +
∫
BC

... i∫
Γ
z2dx + xzdy + ydz = (

∫
AB

z2dx + xzdy + ydz) + (
∫
BC

z2dx + xzdy + ydz) =

=
∫ 1

0
(3t)2 · 2 + 2t · 3t · 1 + (1 + t) · 3 dt +

∫ 2

0
(3 − t)2 · 0 + 2 · (3 − t) · 0 + 2 · (−1) dt =

=
∫ 1

0
24t2 + 3t + 3 dt +

∫ 2

0
−2 dt =

[
8t3 + 3

2 t
2 + 3t

]1
0

+ [−2t]
2
0 = 12,5 + (−4) = 8,5 .

.


