ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI 12.B
f(z,y) nazywamy potencjalem pola wektorowego F= (P,Q), gdy P = %, = %.
f(z,y, z) nazywamy potencjalem pola wektorowego F' = (P, Q, R), gdy F' = grad (f).
Czy pole wektorowe ma potencjal? Czasami mozna... odgadnag takie f, sprobuj:
a) Flz,y)=(z,y) b) Flz,y)=(y,2) «¢) Fla,y)=(a?y?)
d) Flz,y)= (%% e) Flay) = (@ a?y+y*) ) Fla,y) = (ye*,e”)
g) F"(x, y) = (e* — V2, ﬁ +7) h) ﬁ(z,y, 2) = (2wyz, 222, 2%y + 1)
i) Flz,y) = (¥ ze? +y) J) Pla,y) =y, Qz,y) = (1+zy)e
k) ﬁ(a:,y7 2) = (2xyz,2%2,2%y+1) 1) P=yz, Q=xz, R=uay
m) F(z,y,2) = 2z +1,2y(z +1),22 + y> +322) n) F(x,9,2) = (2,2,y)

Odp. a) f(z,y)=3(z*+y?), d) brak, h) f(z,y,2)=12%yz+z, n) f(z,y,2)=32+yz

TWIERDZENIE. Gdy F = grad f i 7 [a,b] — T jest gladka parametryzacja tuku T’
skierowanego od A = 7(a) do B = #(b), to

!ﬁodf': f(B) — f(A)

PRZYgLAD.
Gdy F(z,y) = (2zy?,22%y), T krzywa od A = (5,2) do B = (9,1), to
[Fodi = =f(B)-f(A)=9"12-5-2% = 19
r f(zy)=2>y"
F=gradf
PRZYKLAD.

Gdy f(x,y) = (ycoszy,zcoszy) il krzywa od A = (ﬁ, g) do B = (%5, @),

2
to fﬁoch:...
r

Zadanie.
Niech f,g,h beda ciaglymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, ze calka
fF f(@)dx+g(y)dy+ h(z)dz nie zalezy od drogi I" (zalezy tylko od poczatku i korica).



TWIERDZENIE GREENA. Niech K bedzie krzywa plaska skierowana dodatnio (prze-
ciwzegarowo) ograniczajaca obszar Q bez 'dziur’ i niech F(x,y) = (P(x,y), Q(z,y))
bedzie polem wektorowym okre§lonym na €, gdzie P, @ sa klasy C'. Wtedy

_ 9Q _ 9P
I{Pdw—k@dy-{)f(am 8y) dw

PRzYKLAD 1. Niech F(z,y) = (cose” —y, 3z+sin(y®+y)), K = {(z,y); 22432 = 4}
skierowany dodatnio. Wtedy:

ox oy

— 2+sin(y® cos e” —
[Foar— Jp 2Bewnetow) olesev) yo g () gy — g2
K r24y2<4 z2+y2<4

UWAGA. Ten sam wynik otrzymamy dla F(w, y) = (—y—+cosik(x), 3x+jakiesik(y)).

PRZYKLAD 2. Dla F(z,y) = (#* 4+ y, 4z +siny?), K = {(z,y); 22+ y*> = 4, y > 0}
skierowanej od (2,0) do (—2,0).

Tu nie mozna wprost zastosowaé tw.G., bo K nie ogranicza zadnego obszaru. Mozna
ja uzupehié, np. odcinkiem od A = (—2,0) do B = (2,0). Lacznie te dwie krzywe
ograniczaja pétkole Q = {(z,y) : 2% +y? < 4, y > 0}. Wtedy:

I{ﬁodFJrAéﬁodf:f %2 _ 9P g,

Q
skad
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[Fodri=[[32 -9 dv— [ Fodi=
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:ij471dwf_f2(t4+0)-1+(4t+sm0).odt: tu AB : {Tt[;gf;;v
=3 im2? — (3t5)2, =6r - & i

PRZYKEAD 3. F(z,y) = ( Q= {(z,y);4 <2 +y> <16},

—y .
T )
(tu brzeg 2 to DWA okregi; JAK tu okreslié¢ skierowanie??? )
[Fodf=..

K



