ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI POWIERZCHOWNE C.D.

TWIERDZENIE. (Gaussa—Ostrogradzkiego) Niech S bedzie powierzchnia zamknieta,
kawatkami gladka, ograniczajaca obszar V' 1 zorientowana na zewnatrz i niech pole
wektorowe F'(x,vy,2) = (P,Q, R) okreslone na S UV bedzie C! gtadkie. Wtedy

ffﬁod§:fffdivﬁdw.

W innej notacji: ffP dydz + Q dzdx + R dxdy = ff oL 4 6y —|— 9B

0. Obliczmy [ 2zdydz+zydzdr+xzdrdy, gdzie S = {(z,y, 2) : 2° +y* +2° = 2y}.
S

S jest sfera, ograniczajaca kule K o $rodku w (0, 1,0) i promieniu 1.
Na S przyjmiemy orintacje na zewnatrz kuli:

gFOd_S' = {tw. Gaussa} = fffdiv Fdw= ff de_’Ty_i_dxz dw = fffK 2t dw =
fff2dw +2fffx—2\K|+2fffxdw:2 3m-134+0=2%x
=0 bo x =0 jest plaszczyzna symetrii kuli K). O
K

1. Dlabrzegu S kuli V = {(z,y, 2) : (x—a)*+(y—b)>+(2—c)? < R?} zorientowanego
na zewnatrz, stosujac tw. Gaussa (i trik dodania i odjecia a + b + ¢) mamy:

ff( 2 22 o0dS = fff2x+2y+22—2fffx a)+(y—b)+(z—c)+

pomewaz [[[y(x—=a)=0, [[[,(y—0b) _(), JJ[(z=¢) =0 (z symetrii), wiec
= 2fff (z—a)+(y=b)+(z—c)+2 [[[ a+b+c =2-0+2(a+b+c)-|V| = 2(a+b+c)|V].
v

(a+b+c) =

Mozna ten rezultat uogdlni¢, np. dla elipsoid: S : (x;l«f)2 + (y;)z + (255)2 =11lub
dla pow. prostopadloscianéw V =[a—a’,a+a' ] x b=V, b+ V] x[c=,c+]; a
takze dla pola F(x,y,2) = (2% + y2°, 9% — 3wsin z, 22 + 51 %y%) (dlaczego?). O

2. Dla brzegu S kuli V = {(z,y, 2) : 22 +y*+ 2% < 52} zorientowanego na zewnatrz,
stosujac tw. Gaussa (i zamiane na wspélrzedne sferyczne) dostajemy:

[[(@3, 43, 2%)0dS = [[[ 322 +3y>+32% = 027'r N f05 3r2-r?sin o drdedf = 3-5* 4.
S %

3. Powierzchnia S = {(x,y,2) : 0 < 2 = 1 — 22 — y?} zorientowana ’do géry’ nie jest
zamknieta, ale po ’domknieciu’ jej kotem K = {(z,y,0) : 22 + y? < 1}, z wektorem
normalnym [0, 0, —1], ogranicza obszar V, wiec dla F' = (2zy —sin z, z — y2, ) mamy

xT sin z m—2 z s
sffFodS fffa(” by S 8= ([ 2y~ 2y 1=V == 5
UK 14

Poniewaz [ [ FodS = ff 2zy—sin z,z—y?, 2)0(0,0,—1)dS = [[ —2zdS = [[0dS =0
K K K

V|—0=[V|=..=% O

wiec [[FodS= [f FodS ffFods T
S

SUK

TWIERDZENIE. (Stokes’a) Niech S bedzie powierzchnia, (kawatkami gltadka) o brzegu
I' (kawalkami gtadkim) i niech orientacja na I' bedzie zgodna z orientacja, S. Niech
pole wektorowe F(x,y,z) = (P,Q, R) okreslone na S UT bedzie C! gltadkie. Wtedy

fﬁodfszrotﬁodg.
T S

W innej notacji:

[ Pde+Qdy+ Rdz= [ (52 - 92) dydz + (92 - 98) dzdw + (32 — 9F) dudy.
PRZYKLAD. Dla okregu I' = {(z,y,0) : 22 + y* = 4} z orientacja 'przeciwzegarowa’
(patrzac z dodatniej pélosi OZ) i pola F(x,y,z) =
wa, zorientowana, J = [, Fodr= [ v? dx + zy dy — 22z dz obliczymy na 3 sposoby:

(y?, xy, —2w2), catke krzywolinio-

— korzystamy z parametryzacji I' : z(t) = 2cost, y(t) = 2sint, z(t) = 0,0 <t < 2m:
J = f027r y2x fay-y —2xz-2 dt = fo% 4sint-(—2sint)+4costsint-2cost—0 dt =

=-8. fo%sin?’tdt -5 02W30032t~ (—sint)dt=-8-0—% - [cos3t]§7T dt =0,
— korzystamy z tw. Stokes’a: I' jest brzegiem pétsfery S : z = /4 — 22 — 42 z orien-

tacja 'do géry’, obliczamy rot F=
J=ffrotﬁod§: ff —0-—=—
s

22 4y2<4

(O 2z, —y) (zamieniamy dalej na catke podwéjna,):

—2¢/4 —a? —y? \/7 -y= [[ wy=0,

4 ﬂ —1 2 —q
v v 224y2<4

— korzystamy z tw. Stokes’a: T' jest brzegiem kota S’ = {(x,,0) : 2% + y? < 4}
z orientacja [0, 0, 1], obliczamy rot F= (0,22, —y) iz def. calki pow. zorient. mamy:
J = [[g rot FodS = [[g (0,22,~y)0(0,0,1)dS = [[, —ydS = {z symetrii} = 0.

Ponadto: dla dowolnej powierzchni S” o brzegu I' jest ffs,, 0 dydz + 2z dzdx —

ydxdy = 0, co wynika tez z tw. Gaussa-Ostrogradzkiego (jak?). 7
PRZYKELAD. Stosujac tw. Stokes’a dla famanej ABC A, gdzie A(1,0,0), A\
B(0,1,0), C(0,0,1) i F' = (yz, 2%y, 22z) mamy rot F = (0,0, 32%y — x) i ,/ 1
J= [ yxdz+adydy+2:dz= [[ (O,O,3x2y—x)o(l,1,1)% as. yga—="

ABCA ABC
Inaczej: tamana ta jest brzegiem pow. S = ABO U BCO U AOC wigc (tez z Stokes’a)

J= ffrot FodS = [[ rot Fo(0,0,1)dS+ [[ rot Fo(1,0,0)dS+ [[ rot Fo(0,1,0)dS =

ABO BCO AOC
11—x

= [[ 32%y— de—i—O-l—O—f f3:cy xdydx_fg *1-z)—z(l-z)dz = 5.
ABO

PRrzYKLAD. Jesli dla pow. S = {(z,y, 2) : 22 +y*>+2% = 1,2 > 0} zorientowanej 'ku

goérze’, mamy obliczy¢ [ 4 rot FodS, gdzie F = ((z + 1)y, —(z + Day, e* V"), to

zauwazmy, ze brzeg S jest okregiem I' : z(t) = cost,y(t) = sint, z2(t) = 0,0 <t < 27 :
27

[[rot FodS = [Fodi= [(z241)y3

S r 0

-x’—(z—&—l)xy-y’—keﬁyz~0dt:...:—%w.



