
Analiza matematyczna 3, Notatki powierzchowne c.d.

Twierdzenie. (Gaussa–Ostrogradzkiego) Niech S be
‘
dzie powierzchnia

‘
zamknie

‘
ta
‘
,

kawa lkami g ladka
‘
, ograniczaja

‘
ca

‘
obszar V i zorientowana

‘
na zewna

‘
trz i niech pole

wektorowe F⃗ (x, y, z) = (P,Q,R) określone na S ∪ V be
‘
dzie C1 g ladkie. Wtedy∫∫

S

F⃗ ◦ dS⃗ =
∫∫∫
V

div F⃗ dω .

W innej notacji:
∫∫
S

P dydz + Q dzdx + R dxdy =
∫∫∫
V

∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z dω .

0. Obliczmy
∫∫
S

2xdydz+xydzdx+xzdxdy, gdzie S = {(x, y, z) : x2+y2+z2 = 2y}.

S jest sfera
‘
ograniczaja

‘
ca

‘
kule

‘
K o środku w (0, 1, 0) i promieniu 1.

Na S przyjmiemy orintacje
‘

na zewna
‘
trz kuli:∫∫

S

F⃗ ◦d⃗S = {tw. Gaussa} =
∫∫∫
K

div F⃗ dω =
∫∫∫
K

∂2x
∂x +∂xy

∂y +∂xz
∂z dω =

∫∫∫
K

2+x+x dω =

= (
∫∫∫
K

2 dω) + 2
∫∫∫
K

x = 2|K| + 2
∫∫∫
K

x dω = 2 · 4
3π · 13 + 0 = 8

3π

(
∫∫∫

K
x = 0 bo x = 0 jest p laszczyzna

‘
symetrii kuli K). 2

1. Dla brzegu S kuli V = {(x, y, z) : (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 ≤ R2} zorientowanego
na zewna

‘
trz, stosuja

‘
c tw. Gaussa (i trik dodania i odje

‘
cia a + b + c) mamy:∫∫

S

(x2, y2, z2)◦dS⃗ =
∫∫∫
V

2x+2y+2z = 2
∫∫∫
V

(x−a)+(y−b)+(z−c)+(a+b+c) =

ponieważ:
∫∫∫

V
(x− a) = 0,

∫∫∫
V

(y − b) = 0,
∫∫∫

V
(z − c) = 0 (z symetrii), wie

‘
c

= 2
∫∫∫
V

(x−a)+(y−b)+(z−c)+2
∫∫∫
V

a+b+c = 2·0+2(a+b+c)·|V | = 2(a+b+c)|V |.

Można ten rezultat uogólnić, np. dla elipsoid: S : (x−a)2

A2 + (y−b)2

B2 + (z−c)2

C2 = 1 lub
dla pow. prostopad lościanów V = [a− a′, a + a′] × [b− b′, b + b′] × [c− c′, c + c′]; a

także dla pola F⃗ (x, y, z) = (x2 + yz5, y2 − 3x sin z, z2 + esin xy9) (dlaczego?). 2

2. Dla brzegu S kuli V = {(x, y, z) : x2 +y2 +z2 ≤ 52} zorientowanego na zewna
‘
trz,

stosuja
‘
c tw. Gaussa (i zamiane

‘
na wspó lrze

‘
dne sferyczne) dostajemy:∫∫

S

(x3, y3, z3)◦dS⃗ =
∫∫∫
V

3x2+3y2+3z2 =
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 5

0
3r2 ·r2 sinφ drdφdθ = 3·54 ·4π.

3. Powierzchnia S = {(x, y, z) : 0 ≤ z = 1− x2 − y2} zorientowana ’do góry’ nie jest
zamknie

‘
ta, ale po ’domknie

‘
ciu’ jej ko lem K = {(x, y, 0) : x2 + y2 ≤ 1}, z wektorem

normalnym [0, 0,−1], ogranicza obszar V , wie
‘
c dla F⃗ = (2xy− sin z, x−y2, z) mamy∫∫

S∪K

F⃗ ◦ dS⃗ =
∫∫∫
V

∂(2xy−sin z)
∂x + ∂(x−y2)

∂y + ∂z
∂z =

∫∫∫
V

2y − 2y + 1 = |V | = ... = π
2 .

Ponieważ
∫∫
K

F⃗ ◦dS⃗ =
∫∫
K

(2xy−sin z, x−y2, z)◦(0, 0,−1)dS =
∫∫
K

−zdS =
∫∫
K

0dS = 0

wie
‘
c
∫∫
S

F⃗ ◦ dS⃗ =
∫∫
S∪K

F⃗ ◦ dS⃗ −
∫∫
K

F⃗ ◦ dS⃗ = |V | − 0 = |V | = ... = π
2 2

Twierdzenie. (Stokes’a) Niech S be
‘
dzie powierzchnia

‘
(kawa lkami g ladka

‘
) o brzegu

Γ (kawa lkami g ladkim) i niech orientacja na Γ be
‘
dzie zgodna z orientacja

‘
S. Niech

pole wektorowe F⃗ (x, y, z) = (P,Q,R) określone na S ∪ Γ be
‘
dzie C1 g ladkie. Wtedy∫

Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫∫
S

rot F⃗ ◦ dS⃗ .

W innej notacji:∫
Γ

P dx + Q dy + R dz =
∫∫
S

(
∂R
∂y − ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P
∂z − ∂R

∂x

)
dzdx +

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy.

Przyk lad. Dla okre
‘
gu Γ = {(x, y, 0) : x2 + y2 = 4} z orientacja

‘
’przeciwzegarowa

‘
’

(patrza
‘
c z dodatniej pó losi OZ) i pola F⃗ (x, y, z) = (y2, xy,−2xz), ca lke

‘
krzywolinio-

wa
‘
zorientowana

‘
J =

∫
Γ
F⃗ ◦ dr⃗ =

∫
Γ
y2 dx+ xy dy− 2xz dz obliczymy na 3 sposoby:

— korzystamy z parametryzacji Γ : x(t) = 2 cos t, y(t) = 2 sin t, z(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 2π:

J =
∫ 2π

0
y2 ·x′+xy ·y′−2xz ·z′ dt =

∫ 2π

0
4 sin2 t·(−2 sin t)+4 cos t sin t·2 cos t−0 dt =

= −8 ·
∫ 2π

0
sin3 t dt− 8

3 ·
∫ 2π

0
3 cos2 t · (− sin t) dt = −8 · 0 − 8

3 ·
[
cos3 t

]2π
0

dt = 0,

— korzystamy z tw. Stokes’a: Γ jest brzegiem pó lsfery S : z =
√

4 − x2 − y2 z orien-

tacja
‘
’do góry’, obliczamy rot F⃗ = (0, 2z,−y) (zamieniamy dalej na ca lke

‘
podwójna

‘
):

J =
∫∫
S

rot F⃗ ◦dS⃗ =
∫∫

x2+y2≤4

−0· −x√
4−x2−y2

−2
√

4− x2 − y2 · −y√
4−x2−y2

−y =
∫∫

x2+y2≤4

y = 0,

— korzystamy z tw. Stokes’a: Γ jest brzegiem ko la S′ = {(x, y, 0) : x2 + y2 ≤ 4}
z orientacja

‘
[0, 0, 1], obliczamy rot F⃗ = (0, 2z,−y) i z def. ca lki pow. zorient. mamy:

J =
∫∫

S′ rot F⃗ ◦dS⃗ =
∫∫

S′ (0, 2z,−y)◦(0, 0, 1)dS =
∫∫

S′ −ydS = {z symetrii} = 0.

Ponadto: dla dowolnej powierzchni S′′ o brzegu Γ jest
∫∫

S′′ 0 dydz + 2z dzdx −
y dxdy = 0, co wynika też z tw. Gaussa-Ostrogradzkiego (jak?).

Przyk lad. Stosuja
‘
c tw. Stokes’a dla  lamanej ABCA, gdzie A(1, 0, 0),

B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) i F⃗ = (yx, x3y, 2z) mamy rot F⃗ = (0, 0, 3x2y− x) i

J =
∫

ABCA

yx dx+x3y dy + 2z dz =
∫∫
ABC

(0, 0, 3x2y−x) ◦ (1, 1, 1) 1√
3
dS.

-
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Inaczej:  lamana ta jest brzegiem pow. S = ABO ∪BCO ∪AOC wie
‘
c (też z Stokes’a)

J =
∫∫
S

rot F⃗ ◦dS⃗ =
∫∫
ABO

rot F⃗ ◦(0, 0, 1)dS+
∫∫
BCO

rot F⃗ ◦(1, 0, 0)dS+
∫∫
AOC

rot F⃗ ◦(0, 1, 0)dS =

=
∫∫

ABO

3x2y−x dS+0+0 =
1∫
0

1−x∫
0

3x2y−xdydx =
1∫
0

3
2x

2(1−x)2−x(1−x)dx = −7
60 .

Przyk lad. Jeśli dla pow. S = {(x, y, z) : x2 +y2 +z6 = 1, z ≥ 0} zorientowanej ’ku

górze’, mamy obliczyć
∫∫

S
rot F⃗ ◦ dS⃗, gdzie F⃗ = ((z + 1)y3,−(z + 1)xy, ex

2y2

), to
zauważmy, że brzeg S jest okre

‘
giem Γ : x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 2π :∫∫

S

rot F⃗ ◦ dS⃗ =
∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
2π∫
0

(z + 1)y3 · x′ − (z + 1)xy · y′ + ex
2y2 · 0 dt = ... = − 3

4π .


