ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 3.A

DEF. (wg Cauchy’ego) Dla f : D — IR i pg €IR"; gdzie py jest punktem skupienia D
(tzn. istnieje ciag punktéw z D\ {po} zbiezny do pg) definiujemy

def Czy to juz kiedys bylo?

9= pILHI}O flp) = ezo 530 pevD [p—pol <0 = [f(p) —gl <e. Kiedy? Doktadnie toto?

P#Po

Innymi stowy (dla m = 2, pg = (20, y0)):

Oj co$ to takie rozwlekte!

def
= )9l <e. Chyba juz wole poprzednie.

g = lim flz,y) < V N
(z,y)—(z0,y0) €>0 6>0 (z,y)€D\{po}

6,2
1. Pokazemy, ze 0 jest granica, funkeji f(z,y) = AV punkcie py = (0,0).
€ Y
Zauwazmy, ze :
6,2 4
...... 2%y x 9 5
,Yy)— .. |=|———0| = = e < zy*-1 < x.
e o = | 0| = i = s

dlay?2 <1

Zatem dla dowolnego € > 0,
gdy z € (—/e,\/e) iy e (—1,1),1 (z,y) # (0,0), to |f(z,y) — 0] < &,

skad mamy:
jesli 0 < |(z,y) — (0,0)] < 4, gdzie § := min{\/e,...}, to | f(z,y) — 0] < e. O

2. Pokazemy, ze 0 jest granica, funkcji f(z,y) = w punkcie py = (0, 0).

z2 +y?
Zauwazmy, ze :
) = | g _ | <
|f(x y) | x2+y2 ‘ x2+y2 .’I}'2+y2 — —
Zatem dla dowolnego € > 0,
gdy x € .ooii. iye(—..,...),1(x,y) #(0,0), to |f(z,y) — 0| <&,

skad mamy:
jesli 0 < |(z,y) — (0,0)] < 4, gdzie § := ............ s to |f(x,y) — 0] <e. a

Dobrze, zem =2, niem =25/



Definicja Cauchy’ego jest rownowazna nastepujacej ciagowej definicji Heinego:

DEF.’ (wg Heinego) Niech f : D — IR, gdzie D € IR* i (xg,10) € D C IR?.

Moéwimy, ze g jest granica, f w (zo,%0), gdy lim f(z,,y,) = g, dla kazdego ciagu
n—oo

((xn,yn)) punktéw z D zbieznego do (xg,yo), 0 wyrazach réznych od (g, yo)-

4,4
3a). Czy istnieje granica funkcji f(z,y) = % w punkcie pg = (0,0) ?
€ Yy
Dla ciagu (1,2) — (0,0) mamy f(%,2)= ... — 0.
n—oo n o0

Z powyzszego wiemy tylko, ze jesli f ma granice w (0,0), to ta granica jest réwna 0.
Dokonczymy wg definicji Cauchy’ego:

Zauwazmy, ze :

...... x? y?
— | == . B
|f($,y) | x2+y2 ’ 1:2—|—y2 CC2—|—y2 - +
Zatem dla dowolnego £ > 0,
gdy 0 < |(z,y) — (0,0)] <9, gdzie § := ............ ,to |f(x,y) — 0] <e. O

3b). Czy istnieje granica funkeji f(z,y) = mfi_’_yyzl w punkcie pg = (0,0) ?

Nie, bowiem:

~ 1 1) —
dla ciagu (-,0) n:;(0,0) mamy f(:,0) = ........... —
oraz
i 11 1 1y
d1a01agu(n,n)n:>>o(0,0) mamy f(5,2) = e 2
Poniewaz te granice sa rézne, wiec (z def. Heinego) f nie ma granicy w (0,0). O
26 1 42

3c). Cuzy istnieje granica funkcji f(x,y) = w punkcie pg = (0,0) ?

x2 + y?



(6 A
4). Cpzy istnieje granica funkeji f(z,y) = w w punkcie pp = (0,0) ?

22 1 42
Dla funkcji jednej zmiennej znamy LEMAT 311)% Si‘;“ =1 (co wynika z reguly ... ).
Dla ciagu p, = (2, Yn) n:;((), 0), gdzie p,, # (0,0), mamy

Flon) = S5 = SR S = SRR (L g ok )
Korzystajac z Lematu i oszacowan: zgﬁy%, zfj‘y% < 1mamy f(p,) n:; 1-(040) = 0,
czyli  lim  f(x,y) =0 (z definicji Heinego). O

(z,y)—(0,0)



ROZNE OZNACZENIA

2,3
Zdanie 'f(z,y) = PR ma w py = (0,0) granice réwna 0.” mozna zanotowaé na
T Y
bardzo wiele sposobdéw, np.:
2,3 2,3

. . . 7y . -y

lim =0, lim z,y) =0, lim =0, im ———~ =0,
p—po fe) (,9)—(0,0) fz:9) (2,9)—(0,0) 22 + y? =0 1% 4 y?

2243 2243

f(p) ——0,  f(z,y)

0, s 0,
P—DPo (z,y)—(0,0) x +y (z,y)—(0,0)

- < \
1‘2 + y2 xz—0

y—0

PRZESTROGA

Ponizsze rachunki
. Ty ) O-y \ _ . _
(i 555%) = () = o =0

. Ty o\ z-0 \ ..
i%(,}%w>£%<xz+oz)i%0°v

( l)irr%O 0 ny jest réwna 0.
z,y)—(0,0) X Yy

Ta granica NIE ISTNIEJE!

nie dowodza, ze

Bowiem:
dla ciagu (£,0) — (0,0) w0 —
a cagu (;;,0) —> (0,0) mamy %= = oo =
oraz " Lo
: 11 nn_ _
dla ciagu (., --) n:;((), 0) mamy T T e e

Poniewaz te granice sa, rézne, wiec (wg Heinego) mzﬂi_‘_yyz nie ma granicy w (0,0). O




Dowody ponizszych twierdzeni sa 'smutne’ (wystarczy zastosowacé ............ ).

Tw. Niech g1 = lim fi(p) i g2 = lim fa(p). Wtedy:
P—Po pP—Po

P—Po

lim sin (f1(p)) = ......

P—Po

Jak pierwsze dwa 'wyslowié proza’?
A co z ilorazem?

Jak uogolni¢ ostatnie dwa przyklady?

Niby tatwe, ale co z takim zadaniem?

5. Niech f,g,h: R? = R, gdzie h(z,y) = f(z,y)+9g(z,y), dla kazdego (z,y) € R
Niech po = (20,0) € IR?. Ocen ponizsze zdania (napisz PRAWDA / FALSZ)

(A) Jesli fig maja granice w pg, to h ma granice w pg. ......
(B) Jesli h ma granice w pog, to f i g maja granice w pg. ......

i uzasadnij jedng z swych odpowiedzi.



