
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 3.a

Def. (wg Cauchy’ego) Dla f : D → IR i p0∈ IRm, gdzie p0 jest punktem skupienia D
(tzn. istnieje cia

‘
g punktów z D \ {p0} zbieżny do p0) definiujemy

g
def
= lim

p→p0

f(p) ⇐⇒ ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
p∈D
p ̸=p0

|p− p0| < δ ⇒ |f(p) − g| < ε .

Innymi s lowy (dla m = 2, p0 = (x0, y0)):

g
def
= lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) ⇐⇒ ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
(x,y)∈D\{p0}

√
...... 2 + ...... 2 < δ ⇒ |f( ... )−g| < ε .

1. Pokażemy, że 0 jest granica
‘
funkcji f(x, y) =

x6y2

x4 + y4
w punkcie p0 = (0, 0).

Zauważmy, że :

|f(x, y)− ... | =

∣∣∣∣ ......

x4 + y4
− 0

∣∣∣∣ =
x6y2

x4 + y4
= ...... · x4

x4 + y4
≤ x2y2 ·1 ≤

dla y2 ≤ 1

x2.

Zatem dla dowolnego ε > 0,
gdy x ∈ (−

√
ε,
√
ε) i y ∈ (−1, 1), i (x, y) ̸= (0, 0), to |f(x, y) − 0| < ε,

ska
‘
d mamy:
jeśli 0 < |(x, y) − (0, 0)| < δ, gdzie δ := min{

√
ε, ...}, to |f(x, y) − 0| < ε. 2

2. Pokażemy, że 0 jest granica
‘
funkcji f(x, y) =

x2y

x2 + y2
w punkcie p0 = (0, 0).

Zauważmy, że :

|f(x, y) − ... | =

∣∣∣∣ ......

x2 + y2
− ...

∣∣∣∣ =
......

x2 + y2
= ...... · ...

x2 + y2
≤ ... · 1 ≤ ... .

Zatem dla dowolnego ε > 0,
gdy x ∈ ............ i y ∈ (−..., ...), i (x, y) ̸= (0, 0), to |f(x, y) − 0| < ε,

ska
‘
d mamy:
jeśli 0 < |(x, y) − (0, 0)| < δ, gdzie δ := ............ , to |f(x, y) − 0| < ε. 2

Czy to już kiedyś by lo?
Kiedy? Dok ladnie toto?

Oj coś to takie rozwlek le!
Chyba już wole

‘
poprzednie.

Dobrze, że m = 2, nie m = 5 !



Definicja Cauchy’ego jest równoważna naste
‘
puja

‘
cej cia

‘
gowej definicji Heinego:

Def.’ (wg Heinego) Niech f : D → IR, gdzie D ⊂ IR2 i (x0, y0) ∈ D ⊂ IR2.
Mówimy, że g jest granica

‘
f w (x0, y0), gdy lim

n→∞
f(xn, yn) = g, dla każdego cia

‘
gu

((xn, yn)) punktów z D zbieżnego do (x0, y0), o wyrazach różnych od (x0, y0).

3a). Czy istnieje granica funkcji f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
w punkcie p0 = (0, 0) ?

Dla cia
‘
gu ( 1

n ,
2
n ) −→

n→∞
(0, 0) mamy f( 1

n ,
2
n ) = ............ −→

n→∞
0.

Z powyższego wiemy tylko, że jeśli f ma granice
‘

w (0, 0), to ta granica jest równa 0.

Dokończymy wg definicji Cauchy’ego:

Zauważmy, że :

|f(x, y)− ... | =

∣∣∣∣ ......

x2 + y2
− ...

∣∣∣∣ = ... · x2

x2 + y2
+ ... · y2

x2 + y2
≤ ... ·1+ ... ·1.

Zatem dla dowolnego ε > 0,
gdy 0 < |(x, y) − (0, 0)| < δ, gdzie δ := ............ , to |f(x, y) − 0| < ε. 2

3b). Czy istnieje granica funkcji f(x, y) =
x3y

x4 + y4
w punkcie p0 = (0, 0) ?

Nie, bowiem:

dla cia
‘
gu ( 1

n , 0) −→
n→∞

(0, 0) mamy f( 1
n , 0) = ............ −→

n→∞
...

oraz

dla cia
‘
gu ( 1

n ,
1
n ) −→

n→∞
(0, 0) mamy f( 1

n ,
1
n ) = ............ −→

n→∞
... .

Ponieważ te granice sa
‘
różne, wie

‘
c (z def. Heinego) f nie ma granicy w (0, 0). 2

3c). Czy istnieje granica funkcji f(x, y) =
x6 + y2

x2 + y2
w punkcie p0 = (0, 0) ?

............

.



4). Czy istnieje granica funkcji f(x, y) =
sin(x6 + y4)

x2 + y2
w punkcie p0 = (0, 0) ?

Dla funkcji jednej zmiennej znamy Lemat lim
u→0

sinu
u = 1 (co wynika z regu ly ... ).

Dla cia
‘
gu pn = (xn, yn) −→

n→∞
(0, 0), gdzie pn ̸= (0, 0), mamy

f(pn) =
sin(x6

n+y4
n)

x2
n+y2

n
=

sin(x6
n+y4

n)
x6
n+y4

n
· x6

n+y4
n

x2
n+y2

n
=

sin(x6
n+y4

n)
x6
n+y4

n
· (x4

n · x2
n

x2
n+y2

n
+ y2n · y2

n

x2
n+y2

n
).

Korzystaja
‘
c z Lematu i oszacowań:

x2
n

x2
n+y2

n
,

y2
n

x2
n+y2

n
≤ 1 mamy f(pn) −→

n→∞
1·(0+0) = 0,

czyli lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 (z definicji Heinego). 2

.



Różne oznaczenia

Zdanie ’f(x, y) =
x2y3

x2 + y2
ma w p0 = (0, 0) granice

‘
równa

‘
0.’ można zanotować na

bardzo wiele sposobów, np.:

lim
p→p0

f(p) = 0, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0, lim
(x,y)→(0,0)

x2y3

x2 + y2
= 0, lim

x→0
y→0

x2y3

x2 + y2
= 0,

f(p)−−−−→
p→p0

0, f(x, y)−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0,
x2y3

x2 + y2
−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0,
x2y3

x2 + y2
−−−→

x→0
y→0

0.

Przestroga

Poniższe rachunki

lim
y→0

(
lim
x→0

x · y
x2 + y2

)
= lim

y→0

(
0 · y

02 + y2

)
= lim

y→0
0 = 0,

lim
x→0

(
lim
y→0

x · y
x2 + y2

)
= lim

x→0

(
x · 0

x2 + 02

)
= lim

x→0
0 = 0,

nie dowodza
‘
, że lim

(x,y)→(0,0)

x · y
x2 + y2

jest równa 0.

Ta granica NIE ISTNIEJE!

Bowiem:

dla cia
‘
gu ( 1

n , 0) −→
n→∞

(0, 0) mamy
1
n · 0

1
n2 + 02

= ............ −→
n→∞

...

oraz

dla cia
‘
gu ( 1

n ,
1
n ) −→

n→∞
(0, 0) mamy

1
n · 1

n
1
n2 + 1

n2

= ............ −→
n→∞

... .

Ponieważ te granice sa
‘
różne, wie

‘
c (wg Heinego) x·y

x2+y2 nie ma granicy w (0, 0). 2

.



Dowody poniższych twierdzeń sa
‘
’smutne’ (wystarczy zastosować ............ ).

Tw. Niech g1 = lim
p→p0

f1(p) i g2 = lim
p→p0

f2(p). Wtedy:

lim
p→p0

(f1(p) + f2(p)) = ......

lim
p→p0

(f1(p) − f2(p)) = ......

lim
p→p0

(f1(p) · f2(p)) = ......

lim
p→p0

2f1(p) = ......

lim
p→p0

sin (f1(p)) = ......

Jak pierwsze dwa ’wys lowić proza
‘
’?

A co z ilorazem?

Jak uogólnić ostatnie dwa przyk lady?

Niby  latwe, ale co z takim zadaniem?

5. Niech f, g, h : IR2 → IR, gdzie h(x, y) = f(x, y)+g(x, y), dla każdego (x, y) ∈ IR2.
Niech p0 = (x0, y0) ∈ IR2. Oceń poniższe zdania (napisz PRAWDA / FA LSZ)

(A) Jeśli f i g maja
‘
granice

‘
w p0, to h ma granice

‘
w p0. ......

(B) Jeśli h ma granice
‘

w p0, to f i g maja
‘
granice w p0. ......

i uzasadnij jedna
‘
z swych odpowiedzi.

.


