ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 5A

Pochodne czastkowe f;(x,y), f,(z,y) funkcji f: IR? = TR sa funkcjami z podzbioréw
IR? w IR, zatem mozna je dalej rézniczkowaé; kazda i po x, i po y.

Np. dla f(z,y) = 32*y? mamy:

filx,y) = 122392, fi(x,y) = 62ty
oraz

we(x,y) = 36222, fi (x,y) = 242y, f1,(z,y) = 2423y, f) (z,y)(z,y) = 623

Mozna tez liczy¢ pochodne czastkowe rzedu trzeciego:

o (T,y) = T20y%, fin,(x,y) = T22%, fi(z,y) = ... @y = :
" (z,y) = 72292, e (Ile ich jest?)

To nie przypadek, ze wiele jest réwnych, bowiem
Tw. Gdy f jest klasy C?, czyli ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego, to pochodne
mieszane sa réwne, czyli fi5 (@, y) = fuy, (z,y).
W innej notacji:
o*f 0% f

Tw. (ScawarzA) Dla f € C* mamy ooy = Byos

Z tego twierdzenia wynikaja réwnosci pochodnych mieszanych wyzszych rzedéw (przy
zalozeniu ich ciaglosci). W szczegdlnoscei:

Dla f-cji f € C* mamy (co najwyzej) cztery rézne pochodne czastkowe rzedu trzeciego:

a3 f

dx3)

af _ 9% _

B5aT0y = BaoydE = e
adf _ _93f _

a7 = ByousE = e
a3 f

oy3

Dla f-cji f € C* mamy (co najwyzej) pieé¢ réznych pochodnych czastkowych rzedu czwartego:




UWAGA. Istnieja funkcje, ktérych pochodne mieszane nie sa réwne. Mianowicie:
Y= )
Whprost z definicji obliczmy f,(0,0) i f2,,(0,0) dla f(z,y) =4 22 4 y2 &Y Y
0 gdy (z,y)=(0,0)
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Potrzebne beda pochodne pierwszego rzedu:
oczywiscie f;(0,0) = ... = f;(0,0) (b0 ....coiiiii )
poza (0,0) obliczamy (ze wzoréw): fi(x,y) = (e +aa? ) [, y) = B )
I x ’ (z2+y2)2 I Yy I (z2+y2)2
Drugie pochodne mieszane w (0,0) wyznaczamy wprost z definicji (liczac przyrosty wyz-
naczonych poprzednio pierwszych pochodnych):

f2(0,04+h) — f2(0,0) . ... -

oo 1 _ .
Fu= 0,0 = Iy h B |

/ /!
" (e s s Y= F (e ) -
f2y(0,0) = shi% " = 515% S = .



