ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 5C
PRzZYKEAD A. Liczbe A = v/4.012+ 3.022 mozna przyblizy¢ przez v42+ 32 = 5 ~ A.
Mozna tez inaczej:

Niech f(z,y) = /22 + y?. Wartos¢ A = f(4.01,3.02) mozna przyblizy¢ z réwnania
plaszezyzny stycznej do f w punkcie (4, 3), tzn.

3 _ 2-z _ _ 2. o . s .
Obliczamy f1(4,3) = %/TTW‘M"?) =038, f,(4,3) = S $2y+y2 l(4,3) = 0.6 i réwnanie
plaszczyzny stycznej: 2=5+08-(x—4)+0.6- (y—3).

Dalej traktujemy prawa strone jako wzér funkcji z = z(z,y), skad mamy:
A= 2(4.01,3.02) =5+0.8-(4.01 —4) + 0.6 - (3.02 —3) =5.02 .

Zadna z tych dwéch odpowiedzi nie jest satysfakcjonujaca, bo NIC nie powiedzieliSmy
jak duzy blad moze skrywaé sie pod wezykiem (/). Wyniknie to z ponizszego

Tw. (Taylora, rzedu 2) Niech f : D — IR bedzie klasy C? w obszarze zawierajacym
odcinek (z0,y0)(x,y) C IR?. Wtedy istnieje punkt (Z,7) tego odcinka taki, ze
flz,y) = f(xo,90) + fr(z0,90) - (x — x0) + fy(z0,90) - (¥ — yo) + Ra,

PRZYKELAD A. C.D. Zauwazmy:
£(4.01,3.02) = f(4,3)+f1(4,3)-(4.01-4)+ [/ (4,3)-(3.02-3) + Ry, czyli A = 5.02+ R
Zatem informacja o bledzie kryje sie w Rg, bo |4 — 5.02| = |Rz| = |blad|.

2 2

Obliczmy f” = ... =L ' = ... =X - fl = =2
T x2+y2 ? yy /7$2+y2 r Jxy /7202-{-2/2 ’

niestety nie wiemy dokladnie w jakim punkcie je liczy¢; pozostaje szacowanie:
1 Lo A L.
|btad| = |Ra| = 3 | [ (2,9) - 0.01% + 2, (2,9) - 0.01- 0.02 + f,,(2,9) - 0.02%] <

<l —Z__ 0012421001002+ —2.0.022) < Tier. tr,
<2\ Ve N N =

< 1 (2520012 4+ 2805292 1001002+ 19 - 0.02?) <

4 196 __ _196-4 < 800 __

52,4 ) — 800_ 8 _
104 ) — 2:53.10% — 23.53.10%¢ — 107 ~ 10°
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Zatem owe przyblizenie plaszcz. styczna daje A ~ 5.02 z bledem mniejszym od 1074,



PRZYKLAD. Wyznaczyé przyblizenie liczby A = 2.023 + In (3.012 — 8)

X ok Xk

ILUSTRACJE DO

Tw. (Taylora, rzedu 2) Niech f : D — IR bedzie klasy C? w obszarze zawierajacym
odcinek (zo,y0)(z,y) C IR?. Wtedy istnieje punkt (&,9) tego odcinka taki, ze

f(@,y) = f(zo,90) + fr(zo,90) - (x — x0) + £, (0, 90) - (¥ — yo) + Ra,

~

gdzie Ry = 5 (f1(2,9) (x—20)® + 2£}/.(2,9) - (x—20) - (y—y0) + f1, (%, 9) - (y=10)*) -

i,

i = [Az,0,Az - fi(zo, yn)]

ElrS . r
v = |U, _\All.p'. ._\ill,l' - _.r LEgs Up

PYTANIA KONTROLNE.
(i) Czym jest Az (z rysunku) w sformulowaniu twierdzenia?
(i) Jakiego koloru jest odcinek o dlugosci Ro?



Tw. (Taylora, rzedu 3) Niech f: D — IR bedzie klasy C*** w obszarze zawierajacym
odcinek (z9,y0)(z,y) C R". Wtedy istnieje punkt (£,7) tego odcinka taki, ze

fla,y) = f(wo,yo) + frhx + f Ay + 5 (f Az® +2f) AxAy + f}), Ay?) + Rs,
gdzie Ax = ...... , Ay = ... i
Ry = & (FULAT ¢ o fLAT Ay + o fATAY + i, AY°),

yyz yyy
gdzie pochodne czastkowe rzedu trzeciego s liczone w (3, 9), a pozostale w (0, Yo)-

DowoD. (szkic)
Okreslamy funkcje JEDNEJ zmiennej F(¢) = f(xo+t- Az, yo+t-Ay), dlat € [0,1].
Z tw. Taylora dla funkcji jednej zmiennej wynika istnienie £ € (0,1) takiego, ze
P(1) = F(0)+ F/(0) - (L= 0) + & - F/(0) - (1= 02 + & - F"(0) - (1= 0)%, (%)
czyli
F(1) = F(0) 4+ F'(0) + & - F"(0) + & - F"(1).

Dalej wystarczy wyznaczyé (z reguly ............ ) wartosci pochodnych:
OF _9f dx Of 8y _ 9f of
I\ . = = f. /
F'(t) = 5 = e Bt 6y 2% = Bg + gy B e +fyr
o(fr-Dx+fy-Ay)  af afy
" _ T Y — 7 =
F0) = ot =t AT g A
ofy, Oz  0f, 9y of, ox Of, 0Oy
( ot Ty o) ST aw e T ey o
( AT A fr ) Az (fr, - Az + fll, ) Ay =
=f (Ax)* +2- fow Dz - Dy + f, - (Ay)?
6 1/ 8 // a //
" _ T 2 2
= B+ Y %?;)-(A )22 ( wx. 02y Vs ) IR g— K..)?
= fIr - (Az) + + o e :
Wstawiajac powyzsze do wzoru (*) i przyjmujac & = o+ ... ‘Az, § = ... + ... - .,

mamy teze. O



Tw. (Taylora, rzedu n) Niech f : D — IR bedzie klasy C*** w obszarze zawierajacym
odcinek (z9,y0)(z,y) C R*. Wtedy istnieje punkt (Z,7) tego odcinka taki, ze

(1 k) okf ; .
f(x,y)Zf(afoayo)+I;<k!';(z')(?yiax’”'(y—yo)(ﬂf—xo)k >,

gdzie pochodne czastkowe rzedu n sa liczone w (4, §), a pozostalte w (zo, yo).

UWAGA. Prawa strona wzoru, pomijajac sktadniki przy k& = n, jest wielomianem
zmiennych z i y; nazwijmy go w(z,y). Jest to wielomian stopnia ...... . Ma on wiele
wspélnego z funkcja, f w punkcie (zg,y0). CO ma wspdlne?

OpP. Wspdlne sg: wartos¢ i wartosci wszystkich pochodnych czastkowych rzedu
<n —1 (w punkcie (g, ¥0)).

UwacGa. Napis: f(2o,%0) + > (1611 DY (]f)ay%% (Y —yo)'(z — xo)kﬂ) nazy-
k=1 =0

wamy szeregiem Taylora funkcji f w pur;kcie (z0,y0). Oczywiscie ma on sens jedynie
dla funkcji, ktéra ma pochodne czastkowe wszystkich rzedow.

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, mozna pytac:
— Kiedy szereg Taylora jest zbiezny? (dla jakich punktéw (x,y)?)
— Jesli jest zbiezny dla pewnego (z,y), to czy jego suma jest réwna f(z,y)?
— Jesli jest zbiezny dla pewnego (z,y), to ’jak szybko’ jest zbiezny?

Okazuje sie, ze w pewnym sensie 'ciekawsze’ odpowiedzi sg w przypadku, gdy prze-
jdziemy do ’$wiata liczb zespolonych’ utozsamiajac pary (z,y) z liczbami x + iy i
rozwazajac funkcje z € o wartosciach w €. Tu zaczyna sie ANALIZA ZESPOLONA,
o ktérej... nie powiem juz ani stowa wiecej.

UWAGA. Powyzsze twierdzenie jest dla funkcji DWOCH zmiennych.
Odgadnij sformulowanie tw. Taylora rzedu 4 dla funkcji f(z,y, z) trzech zmiennych.



