
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 5c

Przyk lad A. Liczbe
‘
A =

√
4.012+ 3.022 można przybliżyć przez

√
42+ 32 = 5 ≈ A.

Można też inaczej:

Niech f(x, y) =
√

x2 + y2. Wartość A = f(4.01, 3.02) można przybliżyć z równania
p laszczyzny stycznej do f w punkcie (4, 3), tzn.

Obliczamy f ′
x(4, 3) = 2·x

2
√

x2+y2
|(4,3) = 0.8, f ′

y(4, 3) = 2·y
2
√

x2+y2
|(4,3) = 0.6 i równanie

p laszczyzny stycznej: z = 5 + 0.8 · (x− 4) + 0.6 · (y − 3).

Dalej traktujemy prawa
‘
strone

‘
jako wzór funkcji z = z(x, y), ska

‘
d mamy:

A ≈ z(4.01, 3.02) = 5 + 0.8 · (4.01 − 4) + 0.6 · (3.02 − 3) = 5.02 .

Żadna z tych dwóch odpowiedzi nie jest satysfakcjonuja
‘
ca, bo NIC nie powiedzielísmy

jak duży b la
‘
d może skrywać sie

‘
pod we

‘
żykiem (≈). Wyniknie to z poniższego

Tw. (Taylora, rze
‘
du 2) Niech f : D → IR be

‘
dzie klasy C2 w obszarze zawieraja

‘
cym

odcinek (x0,y0)(x,y) ⊂ IR2. Wtedy istnieje punkt (x̂,ŷ) tego odcinka taki, że

f(x, y) = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0) + R2,

gdzie R2 = 1
2

(
f ′′
xx(x̂, ŷ)·(x−x0)2 + 2f ′′

yx(x̂, ŷ)·(x−x0)·(y−y0) + f ′′
yy(x̂, ŷ)·(y−y0)2

)
.

Przyk lad A. c.d. Zauważmy:

f(4.01, 3.02) = f(4, 3)+f ′
x(4, 3)·(4.01−4)+f ′

y(4, 3)·(3.02−3)+R2, czyli A = 5.02+R2.

Zatem informacja o b le
‘
dzie kryje sie

‘
w R2, bo |A− 5.02| = |R2| = |b la

‘
d|.

Obliczmy f ′′
xx = ...... = y2

√
x2+y2

3 , f ′′
yy = ...... = x2√

x2+y2
3 , f ′′

xy = ... = −xy√
x2+y2

3 ,

niestety nie wiemy dok ladnie w jakim punkcie je liczyć; pozostaje szacowanie:

|b la
‘
d| = |R2| =

1

2

∣∣f ′′
xx(x̂, ŷ) · 0.012 + 2f ′′

yx(x̂, ŷ) · 0.01 · 0.02 + f ′′
yy(x̂, ŷ) · 0.022

∣∣ ≤
≤ 1

2

(
ŷ2

√
x̂2+ŷ2

3 · 0.012 + 2 |x̂ŷ|√
x̂2+ŷ2

3 · 0.01 · 0.02 + x̂2√
x̂2+ŷ2

3 · 0.022
)

≤
︷ ︸︸ ︷
nier. tr.

≤ 1
2

(
3.022

53 · 0.012 + 2 4.01·3.02
53 · 0.01 · 0.02 + 4.012

53 · 0.022
)
≤

≤ 1
2

(
42

53 ·
1

104 + 2 5·4
53 · 2

104 + 52

53 ·
4

104

)
= 196

2·53·104 = 196·4
23·53·104 ≤ 800

107 = 8
105 < 1

104 .

Zatem owe przybliżenie p laszcz. styczna
‘
daje A ≈ 5.02 z b le

‘
dem mniejszym od 10−4.

.



Przyk lad. Wyznaczyć przybliżenie liczby A = 2.023 + ln (3.012 − 8)

* * *

Ilustracje do

Tw. (Taylora, rze
‘
du 2) Niech f : D → IR be

‘
dzie klasy C2 w obszarze zawieraja

‘
cym

odcinek (x0,y0)(x,y) ⊂ IR2. Wtedy istnieje punkt (x̂,ŷ) tego odcinka taki, że

f(x, y) = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0) + R2,

gdzie R2 = 1
2

(
f ′′
xx(x̂, ŷ)·(x−x0)2 + 2f ′′

yx(x̂, ŷ)·(x−x0)·(y−y0) + f ′′
yy(x̂, ŷ)·(y−y0)2

)
.

Pytania kontrolne.
(i) Czym jest ∆x (z rysunku) w sformu lowaniu twierdzenia?
(i) Jakiego koloru jest odcinek o d lugości R2?

.



Tw. (Taylora, rze
‘
du 3) Niech f : D → IR be

‘
dzie klasy C... w obszarze zawieraja

‘
cym

odcinek (x0,y0)(x,y) ⊂ IR.... Wtedy istnieje punkt (x̂,ŷ) tego odcinka taki, że

f(x, y) = f(x0, y0) + f ′
x∆x + f ′

y∆y +
1

2

(
f ′′
xx∆x2 + 2f ′′

yx∆x∆y + f ′′
yy∆y2

)
+ R3,

gdzie ∆x = ...... , ∆y = ...... i
R3 = 1

3!

(
f ′′′
xxx∆x3 + ... f ′′′

yxx∆x2∆y + ... f ′′′
yyx∆x∆y2 + f ′′′

yyy∆y3
)
,

gdzie pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du trzeciego sa

‘
liczone w (x̂, ŷ), a pozosta le w (x0, y0).

Dowód. (szkic)

Określamy funkcje
‘

JEDNEJ zmiennej F (t) = f(x0 + t ·∆x, y0 + t ·∆y), dla t ∈ [0, 1].

Z tw. Taylora dla funkcji jednej zmiennej wynika istnienie t̂ ∈ (0, 1) takiego, że

F (1) = F (0) + F ′(0) · (1 − 0) + 1
2! · F

′′(0) · (1 − 0)2 + 1
3! · F

′′′(t̂ ) · (1 − 0)3, (*)

czyli

F (1) = F (0) + F ′(0) + 1
2! · F

′′(0) + 1
3! · F

′′′(t̂ ).

Dalej wystarczy wyznaczyć (z regu ly ............ ) wartości pochodnych:

F ′(t) =
∂F

∂t
=

∂f

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f

∂y
· ∂y
∂t

=
∂f

∂x
· ...... +

∂f

∂y
· ...... = f ′

x · ...... +f ′
y · ...... .

F ′′(t) =
∂
(
f ′
x · ∆x + f ′

y · ∆y
)

∂t
=

∂f ′
x

∂t
· ∆x +

∂f ′
y

∂t
· ∆y =

=

(
∂f ′

x

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f ′

x

∂y
· ∂y
∂t

)
· ∆x +

(
∂f ′

y

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f ′

y

∂y
· ∂y
∂t

)
· ∆y =

=
(
f ′′
xx · ∆x + f ′′

yx · ......
)
· ∆x +

(
f ′′
xy · ∆x + f ′′

yy · ......
)
· ∆y =

= f ′′
xx · (∆x)2 + 2 · f ′′

yx · ∆x · ∆y + f ′′
yy · (∆y)2

F ′′′(t) =
∂f ′′

xx

∂t
· (∆x)2 + 2

∂f ′′
yx

∂t
· ∆x · ∆y +

∂f ′′
yy

∂t
· (∆y)2 =

=
(
∂f ′′

xx

∂x · ∂x∂t +
∂f ′′

xx

∂y · ∂y∂t
)
·(∆x)2+2

(
∂f ′′

yx

∂x · ∂x∂t +
∂f ′′

yx

∂y · ∂y∂t
)
·∆x·∆y+( ............ )·(...)2

= f ′′′
xxx · (∆x)3 + ............ + ............ + ............ .

Wstawiaja
‘
c powyższe do wzoru (*) i przyjmuja

‘
c x̂ = x0+ ... ·∆x, ŷ = ... + ... · ... ,

mamy teze
‘
. 2

.



Tw. (Taylora, rze
‘
du n) Niech f : D → IR be

‘
dzie klasy C... w obszarze zawieraja

‘
cym

odcinek (x0,y0)(x,y) ⊂ IR.... Wtedy istnieje punkt (x̂,ŷ) tego odcinka taki, że

f(x, y) = f(x0, y0) +

n∑
k=1

(
1

k!
·

k∑
i=0

(
k

i

)
∂kf

∂yi ∂xk−i
· (y − y0)i(x− x0)k−i

)
,

gdzie pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du n sa

‘
liczone w (x̂, ŷ), a pozosta le w (x0, y0).

Uwaga. Prawa strona wzoru, pomijaja
‘
c sk ladniki przy k = n, jest wielomianem

zmiennych x i y; nazwijmy go w(x, y). Jest to wielomian stopnia ...... . Ma on wiele
wspólnego z funkcja

‘
f w punkcie (x0, y0). CO ma wspólne?

Odp. Wspólne sa
‘
: wartość i wartości wszystkich pochodnych cza

‘
stkowych rze

‘
du

≤ n− 1 (w punkcie (x0, y0)).

Uwaga. Napis: f(x0, y0) +
∞∑
k=1

(
1
k! ·

k∑
i=0

(
k
i

)
∂kf

∂yi ∂xk−i · (y − y0)i(x− x0)k−i

)
nazy-

wamy szeregiem Taylora funkcji f w punkcie (x0, y0). Oczywíscie ma on sens jedynie
dla funkcji, która ma pochodne cza

‘
stkowe wszystkich rze

‘
dów.

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, można pytać:

— Kiedy szereg Taylora jest zbieżny? (dla jakich punktów (x, y)?)

— Jeśli jest zbieżny dla pewnego (x, y), to czy jego suma jest równa f(x, y)?

— Jeśli jest zbieżny dla pewnego (x, y), to ’jak szybko’ jest zbieżny?

Okazuje sie
‘
, że w pewnym sensie ’ciekawsze’ odpowiedzi sa

‘
w przypadku, gdy prze-

jdziemy do ’́swiata liczb zespolonych’ utożsamiaja
‘
c pary (x, y) z liczbami x + iy i

rozważaja
‘
c funkcje z IC o wartościach w IC. Tu zaczyna sie

‘
ANALIZA ZESPOLONA,

o której... nie powiem już ani s lowa wie
‘
cej.

Uwaga. Powyższe twierdzenie jest dla funkcji DWÓCH zmiennych.
Odgadnij sformu lowanie tw. Taylora rze

‘
du 4 dla funkcji f(x, y, z) trzech zmiennych.

.


