ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 6C
e Zdanie

‘funkcja f(x,y) = 3z + 2y? przy warunku 22 +y? =1
osiaga warto$¢ najmniejsza rowna, —3’

oznacza, ze i?{ff = -3, gdzie K = {(z,y) : 2% + y> = 1};

innymi stowy: obciecie f|x, ma kres dolny wartosci réwny -3.

Mozna to uzasadnié bez uzycia Analizy 3; wystarczy z warunku wyznaczyé¢ y? i
zbadaé pomocnicza funkcje p(z) = 3z +2(1 —2?) na przedziale [—1,1] (dlaczego?).
W terminologi znanej i poza matematyka powyzsze zadanie wyglada tak:

ZAD.A.
Zminimalizowaé f(x,y) = 3z+2y? przy warunku g(z, y) = 0, gdzie g(x,y) = 2>+y>—1.

TWIERDZENIE. (metoda mnoznikéw nieoznaczonych Lagrange’a)

Niech f-cje f,g : D — IR beda klasy C' w otoczeniu punktu pg € D C IR™.
Niech g(pg) = 0 oraz f|s—0 ma w po ekstremum (lokalne lub globalne).
Wtedy wektory V f(po), Vg(po) sa liniowo zalezne.

W szczegdlnosci gdy Vg(po) # 0, to istnieje A € R taka, ze Vf(pg) = A - Vg(po).

WNIOSEK. (m = 3) Niech f,¢: R®* — IR maja wszedzie ciagle gradienty, Vg # 0
i niech W = {(z,y,2) : g(z,y,2) = 0}.

Wtedy f|lw moze mieé ekstrema tylko w punktach (z,y,z) speliajacych uklad
réwnan:

fa/:('rayaz) =X g;(x,y,z)
f;(xvyvz) =X gg//(xayvz)

f;(m,y,z) =A- g;(m,y,Z)

9(z,y,2) =0



ZAD.A. C.D.
Zminimalizowaé f(x,y) = 3z+2y? przy warunku g(z,y) = 0, gdzie g(x,y) =x>+y>-1.

Oczywiscie okrag jest zbiorem domknietym i ograniczonym, wiec z tw. W. wynika, ze
kresy sa osiagane; wystarczy wiec z tw. Lagrange’a bada¢ punkty spehiajace uklad

fi=Xx-g. 3=\ 22 . —0 p—3
fo=Ag, ©q4y=X-2y & ¢ y=0Ilub =2 :({y_illub{ i‘ﬁ>
g(z,y)=0 22+ yi=1 = y=="1

Zatem f(170):37 f(_lao):_?):inf.ﬂg:()v f(%7 %):f(%v_%):%zsup f|g:0-

UWwAGA. Tu ’strategia’ rozwiazywania uktadu réwnan jest nastepujaca:
— ’jak najszybciej pozbywamy si¢ owej zmiennej \’,
— nie dbamy o réwowaznosci, potrzebne nam sa implikacje =
(w szczegdlnosci nie interesuje nas owa ),
— twierdzenie nie przesadza, czy w znalezionym rozwigzaniu jest ekstremum,
potrzeba to jako$ inaczej rozstrzygnaé (np. przy szukaniu globalnego ekstremum,
gdy tw.W. zapewni istnienie, to poréwnamy wartosci f-cji w p. krytycznych).

ZAD.B. Znalezé kresy f(z,y,2) = x + z przy warunku 22 + y% + 22 = 1.
Oznaczmy: g(x,y,2) = .cevereenne

Oczywiscie ............ jest zbiorem domknietym i ograniczonym, wiec z tw. W. wynika,
ze kresy sa osiagane; wystarczy wiec z tw. Lagrange’a bada¢ punkty spetniajace uklad

fi=X-g. 1=X . e[ e
fo=X"g, 0=MX-2y A=0 y=0
T—xg. TY1=x-22 T|) b " =
9@, y,2)=0 | e UL e L e



ZAD.C. Znalez¢ takie dodatnie liczby x,y,z, o sumie 24, ktérych iloczyn jest
najwiekszy.

ROZWIAZANIE.

Poniewaz W = {(z,y,2) : c+y+2z =24, z,y,z > 0} NIE JEST domkniety (tréjkat
bez bokéw), wiec jest dramat = nie wiemy, czy funkcja f(z,y, z) = zyz osiaga kres
gbérny na Wl

Pomyst:
zbadam f(x,y,z) = xyz na zbiorze T = {(z,y,2) 1z +y+ 2 =24, z,y,z > 0}.

Funkcja f na T osiaga swe kresy (bo T jest domkniety i ograniczony; wiec mozna
uzyé tw. W ... ).

Poniewaz R

dla (z,y,z) € T\ W mamy f(z,y,2) =0

oraz

dla (z,y,z) € W mamy f(z,y,2) = f(z,y,2) >0
wiec

sup f =sup f isa przyjete w tych samych punktach.
T w

Zatem dalej wystarczy znalezé i zbadaé¢ punkty krytyczne dla f w zbiorze W:

yz=X-1 s

rxz=M-1 . Yy ~ _

xy=A-1 z,y,2>0 ) TF =Y £gas0
r+y+z=24

T+y+2—24=0



Podobny (do Zad. C) klopot z brakiem zwartosci mamy w ponizszym zadaniu:
ZAD.D. Ktéry z punktéw linii L : 2® + y3 = 8 lezy najblizej punktu (0,0)?
IDEA ROZWIAZANIA.

Zamiast badaé funkcje f(z,y) = /22 + y? na zbiorze L, wystarczy zbadaé funkcje
f(x,y) = 22 + y? na zbiorze LN {(z,y) : 22 +y? < 32} (na przykiad).

ZAD.E. Znalez¢ kresy f(x,y) = xy przy warunku z* + y* + 229% < 1.
ROZWIAZANIE. Oznaczmy: g(z,y) = vt +y* + 2%2y? -1, U = {(z,y) : g(z,y) < 0}.
Zauwazmy, ze U C [—1,1]%, bowiem ............ )

Zatem U jest zbiorem ograniczonym.
Jest tez zbiorem domknietym, wiec z tw. W. wynika, ze kresy sa osiagane.

Dalej, poszukwanie p. kryt. nalezy podzieli¢ na DWA przypadki:
A) Szukam p. kryt. w zbiorze W = {(z,y) : g(x,y) < 0} (wnetrze U):

=0 [ ... =0
Yy

B) Szukam p. kryt. w zbiorze U\ W = {(x,y) : g(x,y) = 0} (i tylko tu mozna
zastosowaé¢ metode Lagrange’a):

y = A4z + 2zy?) y = Az (422 + 2y?)
= M4y + 22%y) xr = My(4y? + 222)
Pyt ety =1 2yt a2y =1

7 pierwszych dwéch réwnan wynika:
(i)jesiz=0,toy=0 1y =0),
(ii) jesliy =0, to x = 0 (i x = 0),
(iii) jeSli A=0,toz =01y =0,
(iv) jedli 422 +2y> =0, tox =0iy =0,
(v) jesli 4y? + 222 =0, tox =0iy =0,
ale (0,0) nie spehia trzeciego réwnania. Dalej wiec mozemy zalozyé, ze wszystkie
te wyrazenia sa rézne od 0.

Zatem mozemy podzieli¢ stronami pierwsze dwa réwnania. Po przeksztalceniach
dostajemy 2% = ...... . Uwzgledniajac to w trzecim réwnaniu dostajemy 4 punkty:

pli(l/%, ...... ),pgi( ...... g eeenes ),p3:( ...... g eeeees ),p4:( ...... g sesess )
C) Poréwnujac wartosci f w tych pieciu punktach krytycznych dostajemy odpowiedz

sup flU] =1/vV3 = f( ...... ) e )= f( . ) e ),
inf flU] = ..... =f( ) e )= f( . ) e ).



