
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 7a

Nie można zapomnieć, że w metodzie Lagrange’a sa
‘
pewne za lożenia, w szczególności

trzeba uważać na brak różniczkowalności (np. gdy jest wartość bezwzgle
‘
dna):

Przyk lad. A
Znajdź kresy f(x, y) = |x2 + y2− 2y| − 6y na zbiorze W = {(x, y) : x2 + y2 − 9 ≤ 0}.

Rozwia
‘
zanie. (najważniejszy jest tu plan)

Oczywíscie f jest cia
‘
g la i W jest ko lem, wie

‘
c (z tw. W. ) kresy f |W sa

‘
przyjmowane.

Zauważmy, że x2 + y2 − 2y = 0 ⇐⇒ x2 + y2 − 2y + 1 = 1 ⇐⇒ x2 + (y − 1)2 = 1
jest równaniem okre

‘
gu S zawartego we wne

‘
trzu W (patrz rys . ).

Dalej szukamy p. kryt. w CZTERECH zbiorach:

a) w zbiorze U := {(x, y) : x2 + (y − 1)2 < 1} (wne
‘
trze ko la),

tu f |U (x, y) = −(x2 + y2 − 2y) − 6y:{
f ′
x = 0
f ′
y = 0

⇐⇒
{
−2x = 0
−2y − 4 = 0

⇐⇒
{
x = 0
y = −2

brak p. kryt., bo (0,−2) /∈ U

b) w zbiorze S := {(x, y) : x2 + (y − 1)2 = 1} (okra
‘
g),

tu f |S(x, y) = (0) − 6y = f̄(x, y) i stosujemy metode
‘

Lagrange’a
f̄ ′
x = λ · 2x
f̄ ′
y = λ · 2(y − 1)
x2 + (y − 1)2 − 1 = 0

⇐⇒

 0 = λ · 2x
−6 = λ · 2(y − 1)
x2 + (y − 1)2 = 1

=⇒
{
x = ......
y = ......

,

i dostajemy: p1 = (..., ...), p2 = (..., ...).

c) w zbiorze V := {(x, y) : x2 + (y− 1)2 > 1, x2 + y2 < 9} (wne
‘
trze ’pierścienia’),

tu f |V (x, y) = (x2 + y2 − 2y) − 6y:{
f ′
x = 0
f ′
y = 0

⇐⇒
{

2x = 0
2y − 8 = 0

⇐⇒
{
x = 0
y = ...

brak p. kryt., bo (0, ...) /∈ V

d) w zbiorze T := {(x, y) : x2 + y2 = 9} (okra
‘
g),

tu f |T (x, y) = (x2+y2−2y) − 6y = (9−2y) − 6y = f̂(x, y) i stosujemy met. L.:
f̂ ′
x = λ · 2x

f̂ ′
y = λ · 2y
x2 + y2 − 9 = 0

⇐⇒

 0 = λ · 2x
−8 = λ · 2y
x2 + y2 = 9

=⇒
{
x = ......
y = ......

,

i dostajemy: p3 = (..., ...), p4 = (..., ...).

Podsumowuja
‘
c: f(p1) = ... , f(p2) = ... , f(p3) = ... , f(p4) = ... ,

sta
‘
d sup f [W ] = ... = f( ...... ), inf f [W ] = ... = f( ...... ) .

Uwaga. W b) i d) można ’chytrze’ (bez mnożników Lagrange’a).



Twierdzenie. (metoda mnożników Lagrange’a)
Niech funkcje f, g, h : D → IR be

‘
da

‘
klasy C1 w otoczeniu p0 ∈ D ⊂ IRm,

niech g(p0) = 0, h(p0) = 0 oraz f |g=0∧h=0 ma w p0 ekstremum lokalne lub globalne.
Wtedy wektory ∇f(p0), ∇g(p0), ∇h(p0) sa

‘
liniowo zależne.

W szczególności gdy ∇g(p0),∇h(p0) ̸= 0⃗, to istnieja
‘
λ, µ ∈ IR takie, że

∇f(p0) = λ · ∇g(p0) + µ · ∇h(p0).

Wniosek. Niech f, g, h : IR3 → IR maja
‘
wsze

‘
dzie cia

‘
g le gradienty i ∇g,∇h ̸= 0⃗.

Wtedy f |g=0∧h=0 może mieć ekstrema tylko w punktach (x, y, z) spe lniaja
‘
cych uk lad:

f ′
x(x, y, z) = λ · g′x(x, y, z) + µ · h′

x(x, y, z)
f ′
y(x, y, z) = λ · g′y(x, y, z) + µ · h′

y(x, y, z)
f ′
z(x, y, z) = λ · g′z(x, y, z) + µ · h′

z(x, y, z)
g(x, y, z)=0
h(x, y, z)=0

Zad.B. Znaleźć kresy f(x, y, z) = y + z przy warunkach x2 + z2 = 1, y2 + z2 = 4 .

Niech g(x, y, z) = x2 +z2−1, h(x, y, z) = y2 +z2−4 i W = {p : g(p) = 0 i h(p) = 0}.

Jeśli g(x, y, z) = 0, to |x| ≤ 1 i |z| ≤ 1. Jeśli h(x, y, z) = 0, to |y| ≤ 2 i |z| ≤ 2.

Zatem punkty spe lniaja
‘
ce OBA warunki leża

‘
w [−1, 1] × [−2, 2] × [−1, 1], czyli W

jest zbiorem ograniczonym. Jest też domknie
‘
ty, wie

‘
c z tw. W. wynika, że f |W osia

‘
ga

swe kresy; wystarczy wie
‘
c z tw. Lagrange’a badać punkty spe lniaja

‘
ce uk lad

f ′
x = λ · g′x + µ · h′

x

f ′
y = λ · g′y + µ · h′

y

f ′
z = λ · g′z + µ · h′

z

g(x, y, z)=0
h(x, y, z)=0

⇔


0 = λ · 2x + µ · 0
1 = λ · 0 + µ · 2y
1 = λ · 2z + µ · 2z
x2 + z2 = 1
y2 + z2 = 4

⇒




x = 0

02+z2 =1
y2+1=4

lub


λ = 0
1 = µ · 2y
1 = µ · 2z
x2+z2 =1
y2+z2 =4


W drugim uk ladzie µ ̸= 0 (dlaczego?), ska

‘
d y = z. Sta

‘
d z ostatniego równania

y2 = z2 = 2, co prowadzi do sprzeczności w przedostatnim: x2 + 2 = 1.

Zatem punkty krytyczne dostajemy tylko z pierwszego uk ladu:
p1 = (0,

√
3, 1), p2 = (0,−

√
3, 1), p3 = (0,

√
3,−1), p4 = (0,−

√
3,−1).

Badaja
‘
c sumy y + z dostajemy

Odpowiedź: sup
W

f =
√

3 + 1 = f(p1), inf
W

f = −
√

3 − 1 = f(p4).

.



Zad.G. Znaleźć kresy f(x, y, z) = y3 + xz2 przy warunkach x2 + y2 + z2 = 1, x = y
.

Zauważmy, że zbiór W = {(x, y, z) : x− y = 0, x2 + y2 + z2 − 1 = 0} jest ............
czyli W jest zbiorem ............ .
Jest też domknie

‘
ty, wie

‘
c z tw. W. wynika, że f |W osia

‘
ga swe kresy.

Zatem wystarczy (z tw. Lagrange’a) zbadać (porównać wartości f) w rozwia
‘
zaniach

uk ladu:
z2 = λ·2x + µ·1
3y2 = λ·2y + µ·(−1)
2xz = λ·2z + µ·0
x−y=0
x2+y2+z2−1=0

=⇒
IIIr.


 z = 0

x = y
2y2+02 =1

lub


z2 =x·2x+µ
3y2 =x·2y−µ
λ = x
......
......

 =⇒
I+II

=⇒
I+II




z = 0
x=y

y=±
√

1
2

lub


z2+3y2 =2x2+2xy
......
x = y
......

=⇒




z = 0
x=y

y=±
√

1
2

lub

 z2 =x2

x = y
3x2 = 1


Czyli mamy 6 p. kryt. w których:

f
(√

1
2 ,
√

1
2 , 0

)
= 1

2

√
1
2 ,

f
(
−
√

1
2 ,−

√
1
2 , 0

)
= − 1

2

√
1
2 ,

f
(√

1
3 ,
√

1
3 ,±

√
1
3

)
= 2

3

√
1
3 ,

f
(
−
√

1
3 ,−

√
1
3 ,±

√
1
3

)
= − 2

3

√
1
3 .

Ponieważ 1
2

√
1
2 < 2

3

√
1
3 , (bo 1

2

√
1
2 < 2

3

√
1
3 ⇐⇒

√
1
8 <

√
4
27 ⇐⇒ 27 < 32), wie

‘
c

sup
W

f = 2
3

√
1
3 = f

(√
1
3 ,
√

1
3 ,±

√
1
3

)
,

inf
W

f = − 2
3

√
1
3 = f

(
−
√

1
3 ,−

√
1
3 ,±

√
1
3

)
.

.


