ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 7A

Nie mozna zapomnieé, ze w metodzie Lagrange’a sa pewne zalozenia, w szczegdlnosci
trzeba uwazaé na brak rézniczkowalnosei (np. gdy jest warto$é bezwzgledna):

PRZYKLAD. A
Znajdz kresy f(z,y) = |22 +y* — 2y| — 6y na zbiorze W = {(z,y) : 22 +y* -9 < 0}.

ROZWIAZANIE. (najwazniejszy jest tu plan)
Oczywiscie f jest ciaglta i W jest kolem, wiec (z tw. W. ) kresy f|w sa przyjmowane.

Zauwazmy, ze 22 +9y? —2y =0 < 22 +1> -2y +1=1 & 2>+ (y—-1)2 =1
jest réwnaniem okregu S zawartego we wnetrzu W (patrz rys . ).

Dalej szukamy p. kryt. w CZTERECH zbiorach:

a) w zbiorze U := {(x,y) : 2% + (y — 1)? < 1} (wnetrze kota),
tu flo(z,y) = —(2* + y* - 2y) — 6y:

f=0 —22 =0 z=0
{f;:O = Coy—4—0 = Y= -2 brak p. kryt., bo (0,—2) ¢ U

b) w zbiorze S := {(z,y) : 2> + (y — 1)* = 1} (okrag),
tu fls(z,y) = (0) — 6y = f(x,y) i stosujemy metode Lagrange’a

fr=X-2z 0=\ 2z -
fo=A2(y—1) = ( —6=X-2(y—1) :>{ T ,
?+(y—12%-1=0 4+ (y—1)2=1 -

i dostajemy: p1 = (..., ...), P2 = (.o\,..).

c) wzbiorze V :={(z,y) : 2*+ (y—1)® > 1, 2% + y* < 9} (wnetrze ’piericienia’),
tu flv(z,y) = (2% +y* = 2y) — 6y:

fr=0 20 =0 x=0
{fgj:O = 29— 8 =0 = = . brak p. kryt., bo (0,...) ¢ V

d) w zbiorze T := {(x,y) : 22 + y? = 9} (okrag),
tu flr(z,y) = (2®+y>—2y) — 6y = (9—2y) — 6y = f(z,y) i stosujemy met. L.:

fl=X-2z 0=\-2z

I o

fl:>\2y “— _8:)\2y :>{ ; ...... ’
x%+y279:0 x2+y2:9 Y= ...

i dostajemy: ps = (..., ...), pa = (.or,.o).

Podsumowujac: f(pr) = ., f(12) = > f(ps) = o, f(pa) = o
stad sup f[W]= ... =f(..... ), inf f(W]= ... =f(.... ).

UwWAGA. W b) i d) mozna ’chytrze’ (bez mnoznikéw Lagrange’a).




TWIERDZENIE. (metoda mnoznikéw Lagrange’a)

Niech funkcje f,g,h: D — IR beda klasy C' w otoczeniu py € D C R™,

niech g(po) = 0, h(po) = 0 oraz f|g—oarn—o0 ma w py ekstremum lokalne lub globalne.
Wtedy wektory V f(po), Vg(po), Vh(po) sa liniowo zalezne.

W szezegélnosci gdy Vg(po), Vh(po) # 0, to istnieja X, € IR takie, ze
Vf(po) = A+ Vg(po) + 1 - Vh(po).

WNIOSEK. Niech f, g,k : R® — IR maja wszedzie ciagle gradienty i Vg, Vh # 0.
Wtedy f|g=0an=0 moze mieé¢ ekstrema tylko w punktach (z,y, z) spelniajacych uklad:

f;:(mvyaz) :)"g;c(mvyaz)"_p"h;(xvyvz)
fé(%yaz) :)\-g’y(x,y,z)+u~h;(x,y,z)
f;if x,y,z) =A 'glz(x?yvz) T h’z(x,y,z)
g(xayvz)zo
h(z,y,2)=0

ZAD.B. Zmalezé kresy f(z,y,2) =y + z przy warunkach 22 + 22 =1, 4> + 22 =4 .

Niech g(,4,2) = % +22— 1, h(z, 3, ) = 4*+ 22— 41 W = {p: g(p) = 0 h(p) = 0}.
Jedli g(x,y,2) =0, to x| <11 |z] <1. Jesli h(z,y,2) =0, to |y| <21 |z| < 2.

Zatem punkty speliajace OBA warunki leza w [—1,1] x [—2,2] x [-1,1], czyli W
jest zbiorem ograniczonym. Jest tez domkniety, wiec z tw. W. wynika, ze f|y osiaga
swe kresy; wystarczy wiec z tw. Lagrange’a bada¢ punkty spelniajace uklad

fo=X-g,+p-hl 0=A22+4+pu-0 z=0 A=0

fo=A-g, +u-hy 1=X-0+p-2y 1=p-2y
fl=Xg.+p-h, &S 1=X224+p-22 = lub{ 1=p-22
9(x,y,2)=0 2’ + 22 =1 0%242%=1 22 +22=1
h(z,y,2)=0 y+at=4 y2+1=4 Y422 =4

W drugim uktadzie p # 0 (dlaczego?), skad y = z. Stad z ostatniego réwnania
y? = 22 = 2, co prowadzi do sprzecznoéci w przedostatnim: 2% 4+ 2 = 1.

Zatem punkty krytyczne dostajemy tylko z pierwszego uktadu:

b1 = (Oa \/ga 1)3 b2 = (07 7\/33 1)7 p3 = (Oa \/37 71)7 Ps = (Oa 7\/§7 71)
Badajac sumy y + z dostajemy
ODPOWIEDZ: sup f =3+ 1= f(p1), i{lvff = —V3—1= f(ps).
w



ZAD.G. Znalez¢ kresy f(x,y,z) = y° + 122 przy warunkach 22 + 32>+ 22 =1, 2 =y

Zauwazmy, ze zbiér W = {(z,y,2) :x —y =0, 22 +y? + 22 — 1 =0} jest ...........
czyli W jest zbiorem ............

Jest tez domkniety, wiec z tw. W wynika, ze f|w osiaga swe kresy.

Zatem wystarczy (z tw. Lagrange’a) zbadaé (poréwnaé wartosci f) w rozwiazaniach
uktadu:

22=X2x+p-1 22=x-224p
3y? = A2y + p-(—1) 3yt=x-2y—p
2z = A2z + p-0 e 2=0 lub{ A== 1
z—y=0 z=y | .
22 4+y?+22-1=0 29240%2=1 | ...
z=0 224 3y2 =222+ 22y z=0 22— g2
It =y lub{ ... —|{z=Y lub{ z=1y
y::t\/g =y y==+ % 3% =1

Czyli mamy 6 p. kryt. w ktérych:

VT =T
(i) =4
D) -3
FEVEEE) =3V
Poniewaz §1/5 < 2,/3, (bo §\/E < 3\/1 = [l < /& = 27<32), wiee
NP VAN )
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