
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 8a
∫∫
P

f,
∫∫∫
V

f

Co to jest ca lka podwójna [potrójna]?

Przyk lad 1.
∫∫
P

f, gdzie f(x, y) = [x−y] i P jest trapezem (2, 0)(4, 0)(4, 4)(2, 2).

Zbiór P = [2, 4]×[0, 4]∩{(x, y) : y ≤ x} można podzielić na skończenie wiele zbiorów
o roz la

‘
cznych wne

‘
trzach. (Można to zrobić na wiele sposobów.)

Rozważmy podzia l ω = {P1, P2, P3, P4, P5, P6}, gdzie

P1 = [2, 3] × [0, 1], P2 = [..., 4] × [..., ...],

P3 = [2, 3] × [..., ...], P4 = [..., ...] × [1, 2],

P5 = [2, 3] × [2, 3] ∩ P, P6 = [3, 4] × [2, 4] ∩ P .

Pola tych zbiorów sa
‘
równe: ∆p1 = ∆p2 = ∆p3 = ∆p4 = 1,

∆p5 = 0.5,∆p6 = ... . Oczywíscie pole P =
∑

i ∆pi.

W każdym zbiorze Pi wybierzmy po (jednym) punkcie (xi, yi);
np. ( 5

2 ,
1
2 ), ( 7

2 ,
1
2 ), ( 5

2 ,
3
2 ), ( 7

2 ,
3
2 ), ( 5

2 ,
5
2 ), ( 7

2 ,
5
2 ).
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Dla funkcji f(x, y) = [x− y], podzia lu ω z wybranymi punktami (xi, yi), obliczamy:

σω :=
6∑

i=1

f(xi, yi) · ∆pi =

= [ 52 −
1
2 ] · 1 + [ ...2 − 1

2 ] · 1 + [ 52 −
3
2 ] · 1 + [ 72 −

3
2 ] · 1 + [ 52 −

5
2 ] · 1

2 + [ 72 −
5
2 ] · ...

2 = 9 1
2 .

sω :=
...∑
i=1

( inf
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi) = 1 · 1 + ... · 1 + 0 · 1 + 1 · 1 + 0 · 1
2 + ... · 3

2 = ... ,

Sω :=
6∑

i=1

( sup
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi) = 3 · 1 + ... · 1 + 2 · 1 + 3 · 1 + 1 · 1
2 + 2 · 3

2 = 15 1
2 .

Przy innym wyborze punktów (np. zmieniaja
‘
c tylko (x2, y2) = (4, 0)) możemy dostać

inna
‘
liczbe

‘
σω (w tym przypadku 10 1

2 ) ale zawsze mie
‘
dzy liczbami sω i Sω.

Obserwacja. sω ≤ σω ≤ Sω (ca lkiem ogólnie).

Terminologia:
sω — suma dolna,
Sω — suma górna,
σω — suma Riemanna

dla zadanej funkcji f , zbioru P , jego podzia lu ω i punktów z elementów podzia lu.

Intuicja: Gdy podzia l jest ’drobny’, to owe trzy sumy sa
‘
bliskie. Gdy owe podzia ly

sa
‘
’coraz drobniejsze’, to coraz lepiej przybliżaja

‘
jedna

‘
liczbe

‘
; w laśnie ca lke

‘

∫∫
P

f dω.

.



Przyk lad 1. c.d.

Dla tej funkcji f(x, y) = [x−y] i trapezu P można rozważać ’wygodniejsze’ podzia ly:
mianowicie dla ustalonej liczby naturalnej n proste o równaniach postaci

y = x + k
n , x = k

n , gdzie k ∈ ZZ,

dziela
‘
P na równoleg loboki i trójka

‘
ty (na rys. n = 5) wyznaczaja

‘
c podzia l ω′

n.

Gdy wszystkie punkty (xi, yi) sa
‘
wybrane z wne

‘
trz Pi, to  latwo

zliczamy (wskazówka: zsumuj pola takich Pi, że f(xi, yi) = 2):

σω′
n

=
∑
i

f(xi, yi) · ∆pi = 3 · 1
2 + 2 · 3

2 + 1 · 2 + 0 · 2 = 61
2

Podobnie sω′
n

=
∑
i

inf
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi = 6 1
2 .

Zaznacz te Pi, na których f nie jest sta la. Widać wtedy, że

Sω′
n

=
∑
i

sup
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi =

= 6 1
2 + 1 · 2

n + 1 · 2
n + 1 · ( 1

n + 1
2n2 ) + 1 · 1

2n2 = 6 1
2 + 5

n + 1
n2 . -x

podzia l ω′
5
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Zatem dla ’dużych’ n wielkości σω′
n
, sω′

n
, Sω′

n
sa

‘
niemal 6 1

2 =
∫∫
P

f .

Przyk lad 2. Dla f(x, y) = y
x podzia ly ω′′

n trapezu P prostymi y = k
nx, k∈ZZ daja

‘
:

sω′′
n

=
n∑

k=1

k−1
n · 6

n = ............ = 3 − 1
n , Sω′′

n
=

n∑
k=1

k
n · 6

n = ............ = 3 + 1
n ,

wie
‘
c

∫∫
P

y

x
= 3.

Uwaga. Dla innych funkcji ’wygodne’ sa
‘
inne podzia ly P ; np. dla f(x, y) = (2x−y)2

– podzia l prostymi: y = 2x +
√ ...√

n
, k ∈ ZZ.

Dla f(x, y) = 2x + y3 trudno o ’wygodny’ podzia l; później zobaczymy jak rachunek
ca lkowy ’za latwia’ ten problem.

Przyk lad 3.
∫∫
P

f gdzie f(x, y) = x2+y2 i P – ko lo o środku (0, 0) i promieniu R.

Dla ustalonego n dzielimy ko lo na n pierścieni; tworzymy podzia l ωn = {P1, . . . , Pn}:

dla 1≤k≤n, niech Pk = {(x, y) : R
√

k−1
n ≤

√
x2 + y2 ≤ R

√
k
n} (zrób rysunek).

Ich pola sa
‘
równe ∆pk = π(R

√
k
n )2 − π(R

√
k−1
n )2 = ... = 1

nπR
2, ska

‘
d

sωn
=

n∑
k=1

R2 k−1
n · πR2

n = n−1
n · 1

2πR
4 , Sωn

=
n∑

k=1

R2 k
n · πR2

n = n+1
n · 1

2πR
4 .

Zatem dla ’dużych’ n wielkości sωn
, Sωn

sa
‘
niemal równe 1

2πR
4 =

∫∫
||(x,y)||≤R

x2 + y2 .

.



Definicja. Niech f(x, y) be
‘
dzie funkcja

‘
ograniczona

‘
na zbiorze ograniczonym P .

Dla podzia lu ω = {P1, . . . Pm} zbioru P na zbiory o roz la
‘
cznych wne

‘
trzach i przy

wyborze z nich punktów (x1, y1), . . . , (xm, ym) przyjmujemy oznaczenia:

σω =
m∑
i=1

f(xi, yi) · ∆pi, sω =
m∑
i=1

inf
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi, Sω =
m∑
i=1

sup
(x,y)∈Pi

f(x, y) · ∆pi,

gdzie ∆pi = pole zbioru Pi.
Rozważaja

‘
c wszystkie podzia ly określamy:∫∫

P

f := sup
ω

sω – ca lka dolna,
∫∫
P

f := inf
ω

Sω – ca lka górna.

Gdy sa
‘
równe, to te

‘
liczbe

‘
nazywamy ca lka

‘
f na zbiorze P i piszemy

∫∫
P

f .

Obserwacja. Niech ω′, ω′′ be
‘
da

‘
dwoma podzia lami zbioru P .

Istnieje podzia l ω̄ be
‘
da

‘
cy ich wspólnym rozdrobnieniem

i zachodza
‘
nierówności:

sω′ ...... sω̄ ...... Sω̄ ...... Sω′ ,

sω′′ ...... sω̄ ...... Sω̄ ...... Sω′′ .

sω′ ............ Sω′′ .

Zatem

Obserwacja. Dla dowolnych podzia lów ω′, ω′′ mamy: sω′ ≤
∫∫
P

f ≤
∫∫
P

f ≤ Sω′′ .

Przyk lad 4. Sa
‘
funkcje, dla których ca lka nie istnieje, np. dla funkcji f(x, y) = 0

gdy x ∈ IQ i f(x, y) = 1 gdy x ∈ IR \ IQ, dla zbioru P = [1, 3] × [1, 3] i dowolnego

podzia lu ω jest: sω =
m∑
i=1

0 ·∆pi = 0, Sω =
m∑
i=1

1 ·∆pi = 4, wie
‘
c
∫∫
P

f = 0 ̸= 4 =
∫∫
P

f .

Innymi ’znaczkami’:

σω =
m∑
i=1

f(xi, yi) · ∆pi, sω =
m∑
i=1

inf
Pi

f · ∆pi, Sω =
m∑
i=1

sup
Pi

f · ∆pi

σω =
m∑
i=1

f(xi, yi) · |Pi|, sω =
m∑
i=1

inf f [Pi] · |Pi|, Sω =
m∑
i=1

sup f [Pi] · |Pi|

Dla ω′ = {P ′
1, . . . , P

′
i , . . . , P

′
m′} i ω′′ = {P ′′

1 , . . . , P
′′
j , . . . , P

′′
m′′} owe wspólne roz-

drobnienie ω̄ jest z lożone ze wszystkich przekrojów P ′
i ∩P ′′

j o niepustych wne
‘
trzach,

(zrób rysunek).



Przyk lady 5.

Niech P = [0, 2]×[0, 1] i dla n ∈ IN niech ωn oznacza podzia l P na 2·n2 przystaja
‘
cych

kwadratów.

f1(x, y) = [x] jest ca lkowalna na P , bo dla podzia lów ωn mamy:

Sωn − sωn = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −→
n→∞

0.

f2(x, y) = [x + y] na P jest ca lkowalna, bo dla tych podzia lów
Sωn

−sωn
= 2n−1

n2 · (1− 0) + 2n
n2 · (2− 1) + 1

n2 · (3− 2) = 4
n −→

n→∞
0.

f3(x, y) = x5 na P jest ca lkowalna, bo dla tych podzia lów: Sωn
−sωn

= ............

f4(x, y) = {x} na P jest ca lkowalna, bo dla tych podzia lów: Sωn
−sωn

= ............

f5(x, y) = xy na P jest ca lkowalna, bo dla tych podzia lów: Sωn
−sωn

= ............

Spostrzeżenia.

• Sω − sω =

(∑
i

sup
Pi

f · |Pi|
)
−

(∑
i

inf
Pi

f · |Pi|
)

=
∑
i

(sup
Pi

f − inf
Pi

f) · |Pi|.

• Gdy wszystkie elementy podzia lu maja
‘
to samo pole |Pi| = p,

to Sω − sω = p ·
∑
i

(sup
Pi

f − inf
Pi

f).

• Gdy na wszystkich elementach podzia lu jednakowa jest różnica sup
Pi

− inf
Pi

= c,

to Sω − sω = c ·
∑
i

|Pi| = c · |P |.


