
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 9b

Pole p lata (figle p lata :)

Wyznaczymy pole powierzchni p lata – to jest cze
‘
ści wykresu funkcji z = f(x, y) nad

obszarem P ⊂ IR2 domknie
‘
tym i ograniczonym, zawartym w dziedzinie funkcji f

(przy za lożeniu cia
‘
g lości pochodnych cza

‘
stkowych f ′

x, f
′
y).

Pomys l:

Bierzemy ’drobny’ podzia l ω = {P1, P2, . . . , Pn} obszaru P ’g lównie’ na prostoka
‘
ty

o polach ∆pi (’g lównie’ tzn. elementy podzia lu, które nie sa
‘

prostoka
‘
tami maja

‘
 la

‘
cznie ’znikome’ pole). Wybieramy punkty (xi, yi) ∈ Pi i w przestrzeni prowa-

dzimy p laszczyzny styczne do wykresu f w punktach (xi, yi, f(xi, yi)). Cze
‘
ści tych

p laszczyzn utworzone nad prostoka
‘
tami Pi wygla

‘
daja

‘
jak karteczki (równoleg loboki)

oblepiaja
‘
ce te

‘
powierzchnie

‘
. Suma ich pól

∑
i ∆si przybliża szukane pole p lata.

’Nad’ ustalonym prostoka
‘
tem z podzia lu ω ’żyje karteczka’,

tj. równoleg lobok rozpie
‘
ty przez (pewne) wektory p⃗, q⃗

P laszczyzna styczna jest wyznaczona przez gradient funkcji f ,
zatem można przyja

‘
ć, że te wektory maja

‘
wspó lrze

‘
dne:

p⃗ = [∆x, 0, f ′
x · ∆x], q⃗ = [0,∆y, f ′

y · ∆y].

Sta
‘
d obliczamy pole ∆s owego równoleg loboku

(korzystaja
‘
c z prostoty iloczynu skalarnego):
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∆s = |p⃗||q⃗| sinφ = |p⃗||q⃗|
√

1 − cos2 φ =

√
|p⃗|2|q⃗|2 − (|p⃗||q⃗| cosφ)

2
=

=
√

((∆x)
2

+ (f ′
x∆x)

2
)((∆y)

2
+ (f ′

y∆y)
2
) − (f ′

x∆x · f ′
y∆y)

2
= . . . . . . . . . . . . . . . .

= ∆x · ∆y ·
√

1 + f ′
x
2 + f ′

y
2

Uwaga. Powyżej pominie
‘
te sa

‘
indeksy ’i’, pochodne cza

‘
stk. liczone sa

‘
w punktach (xi, yi).

Zatem pole p lata f nad P jest w przybliżeniu równe∑
i

∆si =
∑
i

√
1+f ′

x
2+f ′

y
2∆x∆y =

∑
i

√
1+f ′

x
2+f ′

y
2∆pi ≈

∫∫
P

√
1+f ′

x
2+f ′

y
2 dω.

’≈’ oznacza tu: gdy weźmiemy cia
‘
g coraz drobniejszych podzia lów (o maksymalnych

średnicach zbieżnych do 0), to granica sum
∑

i ∆si jest zbieżna do ca lki (z def. ca lki).

.



Przyk lad A.

Powierzchnia p lata f(x, y) = 2
3 (x

3
2 + y

3
2 ) nad trójka

‘
tem P o wierzcho lkach

(0, 0), (0, 1), (7, 1), czyli nad obszarem: 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 7y :∫∫
P

√
1 + f ′

x
2 + f ′

y
2 dω =

∫∫
0≤y≤1
0≤x≤7y

√
1 + x + y dω =

=
1∫
0

(
7y∫
0

√
1 + x + y dx

)
dy =

1∫
0

(
2
3 (1 + x + y)

3
2

)7y
0

dy =

= ...

= 25
3 − 16

15

√
2 .

Przyk lad B. Oblicz pole zbioru S = {(x, y, z) : z = xy, x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ x ≤ y}.

Odczarujmy ten napis; chodzi tu zapewne o

pole p lata f(x, y) = xy nad zbiorem P = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ x ≤ y},
czyli

∫∫
P

√
1 + f ′

x
2 + f ′

y
2 dω =

∫∫
P

√
1+ y2 + ...... 2 dω =

wspó l.
bieg.
=

π/2∫
π/4

(
3∫
0

√
1+r2 · r dr

)
dφ =

= π
4 ·
[
1
3 (1 + r2)

3
2

]3
0

= π
12 (10

√
10 − 1).

Uwaga. Można pomyśleć o przybliżaniu powierzchni p lata w inny sposób: wybiera-
my na p lacie skończenie wiele punktów ’ge

‘
sto rozmieszczonych (dużo)’; z nich tworzy-

my trójka
‘
ty (triangulacje

‘
); suma pól tych trójka

‘
tów powinna przybliżać pole p lata —

TEN POMYS L JEST Z LY, z ly nawet w przypadku powierzchni bocznej walca;
szczególy (i rysunki) można znaleźć np. w III tomie Fichtenholza, rozdzia l XVII, §2.

.


