
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 1.

Parametryzacja
‘
linii ( luku, krzywej) K ⊂ IRn nazywamy

funkcje
‘
F : [a, b] → IRn, o dziedzinie [a, b] ⊂ IR taka

‘
, że F [[a, b]] = K.

Na przyk lad
F : [−π, π] → IR2, F (t) = (3 cos |t|, 3 sin |t|)

jest parametryzacja
‘
pó lokre

‘
gu K o środku ( ... , ... ) i promieniu ...... .

Ta
‘
parametryzacje

‘
można notować inaczej:

x(t) = 3 cos |t|, y(t) = 3 sin |t|, t ∈ [−π, π]

lub
x = 3 cos |t|, y = 3 sin |t|, −π ≤ t ≤ π,

lub
xt = 3 cos |t|, yt = 3 sin |t|, −π ≤ t ≤ π.

Inna
‘
parametryzacja

‘
K jest:

x = 3 cos |t|, y = 3 sin |t|, −π

2
≤ t ≤ π.

Parametryzacje
‘

linii K można interpretować jako opis ruchu punktu obiegaja
‘
cego

ca le K w czasie od a do b. W momencie t tego ruchu, pre
‘
dkość (x′(t), y′(t)) jest

wektorem stycznym do K w punkcie (x(t), y(t)), a szybkość jest d lugościa
‘
tego wek-

tora (o ile istnieja
‘
pochodne x′(t), y′(t) ).

D lugość linii K tylko w niektórych parametryzacjach jest równa drodze, jaka
‘
prze-

bywa punkt ja
‘
opisuja

‘
cy.

.



1. Funkcja F : [−1, 2] → IR × IR, F (t) = (t2 + 1, 3t2 + 4) przekszta lca punkty
przedzia lu ...... na punkty p laszczyzny; np.: F (−1) = (2, ...), F (−0.5) = ... .

a) Czy p-kty (3.25, 10.75), (1.09, 4.27), (2.69, 9.07) należa
‘
do zbioru wartości F?

b) Zbiorem wartości tej funkcji jest odcinek – jaki?

Uwaga. Mówimy też: x(t) = t2 + 1, y(t) = 3t2 + 4, −1 ≤ t ≤ 2 jest jedna
‘

z
możliwych parametryzacji tego odcinka, inna

‘
jest: x = t2 +1, y = 3t2 +4, 0 ≤ t ≤ 2.

Czym sie
‘

różnia
‘
?

2. Zaznacz  luki i podaj ich d lugości:
a) x = cos t, y = sin t + 1, t ∈ [0, π]

b) x = sin t, y = sin t + 1, t ∈ [0, π]

c) x = cos(sin t), y = sin(sin t) + 1, t ∈ [0, π]

Uwaga. Na ogó l dlugość linii ( luku) nie jest równa d lugości we
‘
drówki opisanej dana

‘
parametryzacja

‘
. Jak to jest w zad. 1 i 2?

.



3. Ko lo Kt o promieniu ...... toczy sie
‘

BEZ poślizgu po osi ...... . Jego środek St

ślizga sie
‘

po prostej ...... .

Parametryzacja xt = ... − ...... , yt = 1− ...... , t ∈ IR opisuje cykloide
‘
, linie

‘
jaka

‘
wykreśla punkt Pt = (xt, yt) nieruchomy wzgle

‘
dem tocza

‘
cego sie

‘
ko la Kt, leża

‘
cy na

brzegu ko la, który w chwili t = 0 jest w punkcie ( ... , ... ).

a) Pre
‘
dkość (wektor!) punktu Pt w chwili t = 2π

3 jest równa ............ ,
a w chwili t = π

2 jest równa ............ .

b) Najwie
‘
ksza jego szybkość (liczba!) jest dla t = ............

c) Może sie
‘

wydawać, że dla t = 2π wektor pre
‘
dkości gwa ltownie zmienia

kierunek, ale TAK NIE JEST,
bowiem
............
............

d) Środek M0 promienia S0P0 ko la K0 wyznacza inna
‘
linie

‘
o parametryzacji:

x̂t = ............ , ŷt = ............ , t ∈ IR

e) Punkt N0 = 1,2 · P0 + (−0,2) · S0 przed lużenia promienia S0P0 ko la K0 wyz-
nacza ciekawa

‘
linie

‘
o parametryzacji:

x̄t = ............ , ȳt = ............ , t ∈ IR
Ciekawe jest to, że w chwili t = 2π pre

‘
dość punktu Nt, równa ............ jest

skierowana ............ , co oznacza, że ............ !


