ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKLADU 10A [[ f, [[[ f
P \4
CO TO JEST CALKA PODWOJINA [POTROJINA]?

PRzZYKEAD 1. [[ f, gdzie f(x,y) = [z —y] 1 P jest trapezem (2,0)(4,0)(4,4)(2,2).
P

Zbiér P = [2,4] x[0,4]N{(x,y) : y < 2} mozna podzieli¢ na skoniczenie wiele zbioréw
o roztacznych wnetrzach. (Mozna to zrobié na wiele sposob6w.)
Rozwazmy podzial w = {Py, Py, Ps, Py, Ps, Ps}, gdzie

P =12,3] x[0,1], Po=1[....,4] X [..., ...],

Py =023 x [y ], Pa=1],..] X [1,2],

Ps=2,3] x [2,3]NP, Ps=[3,4 x [2,4] NP .
Pola tych zbioréw sa réwne: Ap; = Aps = Aps = Apy =1,
Aps = 0.5, Apg = ... . Oczywiscie pole P = ). Ap;.

W kazdym zbiorze P; wybierzmy po (jednym) punkcie (z;,y;);
SRR HENER NS NNt

x

Dla funkeji f(z,y) = [x — y], podzialu w z wybranymi punktami (x;,y;), obliczamy:

6
Ow ::4 1f(xmyz)Apz:
1=
=B ol ttly gl B3+ -3l 1+ -3+ -3 5 =95
swi=y( inf flz,y) -Ap)=1-1+..-140-141-1+0-5+..-3= .. |

i=1 (@y)eh;

Sy=>( sup flz,y) Ap)=3-1+..-14+2-143-1+1-5+2-3 =153
i=1 (z,y)€P;

Przy innym wyborze punktéw (np. zmieniajac tylko (z2,y2) = (4,0)) mozemy dostaé
inna liczbe o, (w tym przypadku 10%) ale zawsze miedzy liczbami s, 1 S,,.

OBSERWACIJA. Sw <o, <8, (calkiem ogdlnie).

TERMINOLOGIA:
Sw — suma dolna,
S, — suma gbrna,
0, — suma Riemanna
dla zadanej funkcji f, zbioru P, jego podzialu w i punktow z elementéw podziahu.

InTUICJA: Gdy podzial jest 'drobny’, to owe trzy sumy sg bliskie. Gdy owe podzialy
sq 'coraz drobniejsze’, to coraz lepiej przyblizaja jedna liczbe; wlasnie calke f f f dw.
P



PRZYKEAD 1. C.D.

Dla tej funkcji f(x,y) = [x —y] i trapezu P mozna rozwazaé "'wygodniejsze’ podzialy:
mianowicie dla ustalonej liczby naturalnej n proste o réwnaniach postaci

yzx—l—%, zz%, gdzie k € Z,
dziela P na réwnolegloboki i tréjkaty (na rys. n = 5) wyznaczajac podzial w/,.
Gdy wszystkie punkty (z;,y;) sa wybrane z wnetrz P, to latwo podziat wg /-
zliczamy (wskazéwka: zsumuj pola takich P;, ze f(z;,y;) = 2):
Owy, = 2 f(@iys) Api=3-5+2-54+1-2+0-2=063
2
Podobnie s, => inf f(z,y)- Ap; =63 .
" i (zy)eP;

Zaznacz te P;, na ktorych f nie jest stala. Widaé wtedy, ze

Swr => sup  f(x,y) Ap; =
i (z,y)EP;

=63+1-2+41-241-(+5=)+1 502 =63+ 24 5.

n2

Zatem dla *duzych’ n wielko$ci o4y , . , Sy sa niemal 65 = [ f.
P

PRzYKLAD 2. Dla f(z,y) = £ podzialy w;, trapezu P prostymi y = %x, ke daja;

n n
_E: -1 . 6 __ _ 1 _ kE 6 __ _ 1
SW;L/— T T T e _S_E’ SW;L/— E T T e _3+E’
1 k=1

UWAGA. Dla innych funkcji "'wygodne’ sa inne podziaty P; np. dla f(x,y) = (20—y)?
— podzial prostymi: y = 2z + %, keZ.

Dla f(x,y) = 22 + y3 trudno o 'wygodny’ podzial; pézniej zobaczymy jak rachunek
calkowy ’zalatwia’ ten problem.

PrRzYKLAD 3. [ f gdzie f(z,y) = 2*+y? i P — kolo o §rodku (0,0) i promieniu R.
P

Dla ustalonego n dzielimy kolo na n pierécieni; tworzymy podzial w, = {Py,..., P, }:
dla 1<k<n, niech P, ={(z,y): R\/EL < /a2 +42 < R\/g} (zr6b rysunek).
Ich pola sa réwne Apy = W(R\/%)Q —7m(Ry/E2)? = . = LaR? skad
n _ 2 _ n 2
b= SRR S s, = S e o
Zatem dla ’duzych’ n wielkoSci sy, , S., sa niemal réwne 7R = [[  2?4y? .

l[(zy)lI<R



DEFINICJA. Niech f(x,y) bedzie funkcja ograniczong na zbiorze ograniczonym P.
Dla podzialu w = {Py,... Py} zbioru P na zbiory o rozlacznych wnetrzach i przy

wyborze z nich punktéw (z1,y1), ..., (Tm,Ym) Przyjmujemy oznaczenia:
m m . m

0w =2 f(@iyi)  Bpiy s =2 ik f(z,y)-Api, S =2, sup f(z,y)-Ap;,
i=1 i=1(z.y)eP: i=1(z,y)eP;

gdzie Ap; = pole zbioru P;.
Rozwazajac wszystkie podzialy okreslamy:

[[ f :=sups, — calka dolna, [[ f:=infS, — catka gérna.
P w P «

Gdy sa réwne, to ta liczbe nazywamy calks f na zbiorze P i piszemy [[ f dw,
P

a funkcje f nazywamy catkowalng na zbiorze P.

OBSERWACJA. Niech w’, w” beda dwoma podziatami zbioru P.
Istnieje podzial @ bedacy ich wspélnym rozdrobnieniem

i zachodzg nieréwnosci:

Sl eeeenn S eeeees S@ ...... Sw/ 5
Sl eeeens S eeeees Sa, ...... Sw/l
Sl eevireneenns Sw//

Zatem

fff S Sw”'

OBSERWACJA. Dla dowolnych podzialéw w’, w” mamy: s, < [[ f <
P P

TWwIERDZENIE. Funkcja jest calkowalna na P, gdy istnieje ciag w,, podzialéw P taki,
ze ciag réznic jej sum gérnych i dolnych S,,, — s, jest zbiezny do 0.

PRZYKLAD 4. Sa funkcje, dla ktérych caltka nie istnieje, np. dla funkcji f(x,y) =0
gdy v € Qi f(z,y) =1 gdy z € IR\ @, dla zbioru P = [1,3] x [1, 3] i dowolnego
m m

0-Ap; =0, 8, = > 1-Ap; =4, wiee [[ f=0#4= [[f.
i=1 P P

podziatu w jest: s, =
i=1

Dokladniej: zbiory podziatu P, ..., P, maja pola (sa mierzalne w sensie Jordana)
i przekroje P; N P; maja, zerowe pola (dla i # j).

Innymi ’znaczkami’:

Ow = Zlf(xmyz) “Api, s, = 'Zligff'Api, S = legpf'Api
0w =, f(xi,y:) - |Pil, so = inf f[R]-|P, S, =) supf[P]-|Pi
=1 i=1 =1

Dla o' = {P,....,P},.... P} iw" ={P,...,P/,...,P/,} owe wspdlne roz-
drobnienie w jest ztozone ze wszystkich przekrojéw P; N P/’ o niepustych wnetrzach,
(zréb rysunek).



PRZYKLADY 5. SPOSTRZEZENIA.

Niech P = [0,2]x[0,1] i dlan € IN niech w,, oznacza podziat P na 2-n? przystajacych o S, —s,= <Z sup f - |P1|> — <Z iBff . |P,|) = (sup f — jBf )P
i P 3 i P; i

kwadratéw. -

filw,y) = [x] jest catkowalna na P, bo dla podzialéw w, mamy: e  Gdy wszystkie elementy podzialu maja to samo pole | P;| = p,
S S e o t0 Su—su=p-3 (sup f—inf f).
n—00 T P Py
1
e  Gdy na wszystkich elementach podzialu jednakowa jest réznica sup — igf =c,

P’l
to Su—S.=c-Y, |P|=c-|P|

o 1 2

fa(z,y) = [z + y] na P jest catkowalna, bo dla tych podzialéw
Swp—Sw, =251 (1-0)+2Z.2-1)+L5-3-2)=2 — 0.

n " n—o0
1T NE=3

o] 1 2

f3(z,y) = 2° na P jest calkowalna, bo dla tych podzialéw: Sy, —5u, = .oeeeene.
1

1] 1 2



