ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 11B
POLE PLATA

Wyznaczymy pole powierzchni plata — to jest czesci wykresu funkcji z = f(x,y) nad
obszarem P C IR? domknietym i ograniczonym, zawartym w dziedzinie funkcji f
przy zalozeniu ciagtodci pochodnych czastkowych f7, f; .

PoMmyst:

Bierzemy ’drobny’ podziat w = {Py, P,..., P,} obszaru P ’gléwnie’ na prostokaty
o polach Ap; (’gléwnie’ tzn. elementy podziatu, ktére nie s prostokatami maja
lacznie ’znikome’ pole). Wybieramy punkty (z;,vy;) € P; i w przestrzeni prowa-
dzimy plaszczyzny styczne do wykresu f w punktach (z;,y;, f(2,v:)). Czesci tych
plaszczyzn utworzone nad prostokatami P; wygladaja jak karteczki (réwnolegloboki)
oblepiajace te powierzchnie. Suma ich pdl >, As; przybliza szukane pole plata.

’Nad’ ustalonym prostokatem z podzialu w ’zyje karteczka’, As=|pl-|q]-sin ¢
tj. réwnolegtobok rozpiety przez (pewne) wektory g, ¢

Plaszczyzna styczna jest wyznaczona przez gradient funkcji f,
zatem mozna przyjac, ze te wektory maja wspéirzedne:

Stad obliczamy pole As owego réwnolegloboku
(korzystajac z prostoty iloczynu skalarnego [zamiast tego mozna
ewentualnie skorzystaé z interpretacji wyznacznika pary wektoréw):

As = |pl|g]sing = [pl|gl/1 = cos? ¢ = \/Izﬂzltﬂ2 — (Al cos p)* =

= \/((Ax)2 + (f182)")(Ay)* + (f,Ay)%) — (fiAz - f1Ay)> = .o

=1+ 12+ 17 Az Ay

UWAGA. Powyzej pominiete sa indeksy ’;’, pochodne czastk. liczone sa w punktach (z;, y;).

Zatem pole plata f nad P jest rowne ponizszej calce

S Asi =2\ FPH [P AxAy = S\ 1+ 2+ [ Aps = | [ /14 f12+ £ dw.

a2’ oznacza tu: gdy weZzmiemy ciag coraz drobniejszych podzialéw (o maksymalnych
Srednicach zbieznych do 0), to granica sum ) |, As; jest zbiezna do calki (z def. calki).



PRrRzYKLAD A.

Powierzchnia plata f(z,y) = %(x% + y%) nad tréjkatem P o wierzchotkach
(0,0),(0,1),(7,1), czyli nad obszarem: 0 <y <1, 0<ax<Ty:

g,/1+f;2+f;2dw: [[ Vitfztydo=
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PRZYKLAD B. Oblicz pole zbioru S = {(x,y,2) : 2 =2y, 22 +4*> <9, 0 <z < y}.
Odczarujmy ten napis; chodzi tu o

pole ptata f(z,y) = xy nad zbiorem P = {(z,y):2?2+¢y*<9, 0<2z <y},
czyli

wspét. /2 /3
=4 1l (f\/1+r2~rdr) do =

7/4 \O

. [%(1 +r2)%]z — Z(10v/10 — 1).

UWAGA. Mozna pomysle¢ o przyblizaniu powierzchni plata w inny sposéb: wybiera-
my na placie skoiiczenie wiele punktéw "gesto rozmieszczonych (duzo)’; z nich tworzy-
my tréjkaty (triangulacje); suma pdl tych tréjkatéw powinna przyblizaé pole plata —
TEN POMYSL JEST ZLY, zly nawet w przypadku powierzchni bocznej walca;
szczegOly (i rysunki) mozna znaleZé np. w III tomie Fichtenholza, rozdziat XVII, §2.



