
Analiza matematyczna A3, 11.x

Dużo (za dużo) polarnych ćwiczeń Celem jest zad. 99. Pod nim jest rozgrzewka.

99. Zadanie dodatkowe. Zapisz ca lke
‘

∫∫
S

f(x, y) dω jako ca lke
‘

iterowana
‘
(lub

sume
‘

ca lek iterowanych) w uk ladzie biegunowym i kartezjańskim, gdy:

a) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ π ∧ x, y < 0} b) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ x < |y|}

c) S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4x ∧ x < |y|} d) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4x}

e) S = {(x, y) : x2+y2≤ 4x, x > |y|} f) S = {(x, y) : x2+y2≤ 4x, x2+y2 ≤ 4}

g) S = {(x, y) : x2 + y2 ≥ 4x ∧ x2 + y2 ≤ 4}

h) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ |x| < 1} i) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ |x| > 1}

j) S = {(x, y) : 1<x2+y2≤9, |y|<2} k) S = {(x, y) : 1<x2+y2≤9, |x|>2}

l) S = {(x, y) : 4<x2+y2≤ 9, |y| < 2}  l) S = {(x, y) : 4<x2+y2≤ 9, |y| < 1}

n) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4 ∧ x2 + y2 ≤ 2y} ń) S = [0, 1]2

o) S = {(x, y) : 1 < x2+y2 ≤ 4 ∧ x2+y2 ≥ 2x} ó) S = {(x, y) : |x|+|y| ≤ 4}

p) S = {(x, y) : 4 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ y <
√

3|x|}
* * *

1. Znajdź wspó lrze
‘
dne kartezjańskie punktu o podanych wspó lrze

‘
dnych biegunwych

a) (3, π/4) b) (2,−π/6) c) (3, 7π/3) d) (5, 0) e) (2, π/2) f) (π/2, 2)

g) (−2, π/2) h) (1, 3π/2) i) (3,−5π/6) j) (1, 1) k) (−1, 1) l) (e2, π)

1−1. Znajdź wspó lrze
‘
dne biegunowe punktu o podanych wspó lrz. kartezjańskich.

a) (3, 3) b) (4,−4) c) (0, 5) d) (−4, 0) e) (3, 3
√

3) f) (−1/3,
√

3/3)

g) (−3,
√

3) h) (−2
√

3, 2) i) (0, 0) j) (−5
√

3,−5) k*) (r, φ)

2. Zapisz równanie we wspó lrze
‘
dnych biegunowych w postaci r = f(φ)

a) 2x + 3y = 4 b) y2 = 4x c) x2 + 9y2 = 1 d) 9x2 + y2 = 4y

e) (x2 + y2)2 = x2 − y2 f) x2 + y2 = 2x g) x2 + y2 = 4y h) y2 = x3

2−x

2−1. Zapisz równanie we wspó lrze
‘
dnych kartezjańskiech

a) r = 5 b) r = 3 cosφ c) tgφ = 6 d) ctg φ = 3

e) r cosφ = 3 f) r = sin 2φ g) r = 2 sinφ · tgφ

3. Które pary równań opisuja
‘
te
‘
n sam zbiór?

a) r = 1 + cosφ, r2 = r + r cosφ b) r = 2 + cosφ, r2 = 2r + r cosφ

.



4. Naszkicuj zbiór opisany we wsp lrze
‘
dnych biegunowych (czasami warto przej́sć do

wspó lrze
‘
dnych kartezjańskich)

a) r = 5 b) r = −2 c) r = 0 d) φ = 3
π

2
e) φ = −7π

6
f) |φ| =

π

3

g) r sinφ = 5 h) r = 2 sinφ i) r = −3 cos
φ

2
j) r sin(φ− π

2
) = 3

k) r cos(φ +
π

4
) = −2 l) r(sinφ + cosφ) = 1 m)

2

r
= 3 cosφ− 2 sinφ

n) 2 < r ≤ 3 o)
π

3
≤ φ ≤ 7π

6
p) 2 < r ≤ 3 ∨ π

3
≤ φ ≤ 7π

6

q) 1 < r ≤ 2 ∧ π

6
≤ φ ≤ π

3
r) r ∈ (0, 1) ∧ 0 ≤ φ ≤ π

3
q) 1 < r ∨ φ ∈ (0,

π

4
]

4’. Jak w zad. 4 (tu troche
‘

trudniejsze przyk lady)

a) r = 1 − sinφ b) r = 3(1 − sinφ) c) r = 5(1 + sinφ)

d) r = 3 sin 2φ e) r = −4 sin 3φ f) r = − sin 4φ g) r = 2 cos 6φ

h) r = cos
φ

2
i) r = sin

φ

2
j) r2 = sinφ k) r2 = 25 cosφ

l) r2 = 9 sin 2φ m) r = 1 + 2 sinφ n) r = sinφ + cosφ

5. Które pary warunków opisuja
‘
te
‘
n sam zbiór?

a) r = 0, |x| + |y| = 0

b) r = 1, |x| + |y| = 1

c) r2 < 4, |x|2 + |y|2 < 4

d) r ∈ [0, 3) ∧ 0 ≤ φ ≤ π, |x|2 + |y|2 < 9 ∧ y ≥ 0

e) xy = 0, |2φ/π| ∈ ZZ

f) y = x, φ ∈ {π
4
,

5π

4
}

g) y = 2x, φ ∈ {π
2
,

5π

2
}

h*) r = 3(cosφ + 1), r = 3(cosφ− 1)

i*) r = 2(sinφ + 1), r = 2(sinφ− 1)

6. Zapisz w uk ladzie biegunowym

a) jakís kwadrat (pe lny) a’) brzeg jakiegoś kwadratu

b) jakís trójka
‘
t (pe lny) b’) brzeg jakiegoś trójka

‘
ta

.


