ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 13A

Niech f(x,y) bedzie okreslona na krzywej L C IR?. Dla podziatu L = L;UL,U. ..UL,
o dlugosciach As; i dla punktéw (z;,y;) € L; tworzymy sume Y f(x;,y;)-As;. Napis

i<n
{f(x,y) ds = > f(wi,yi) - As;

i<n
oznacza, ze catka krzywoliniowa nieskierowana z f po L jest przyblizana przez owe
sumy tym lepiej, im drobniejszy jest podzial (dla 'porzadnych’ funkeji i krzywych).

Catke te mozna interpretowaé wielorako, np. (pomysl o jednostkach):

— jako pole plotu (jednej strony) ustawionego na linii L o sztachetach o szerokosciach
...... i wysokosciach f(x;,v;),

— jako cene ulozenia rurociagu wzdtuz linii L, gdzie f(z;, y;) méwi o koszcie budowy

jednego metra(milimetra?) w miejscu (z;,y;),

— jako minimalny czas przejazdu (zgodny z przepisami!) trasy L , gdzie f(z,y)
podaje odwrotnosé ograniczenie maksymalnej szybkosci w miejscu (z, y),

PRZYKLADY. ('na palcach’) .
a) Okrag L z rysunku obok jest podzielony na szesé¢ czesci )

o dhugosciach

Funkcja f(x,y) = [z +y]? jest na tych czesciach stata (niemal).
Zatem wybierajac punkty z tych czesci (poza kropami) mamy:

[ile+yPds=9-54+4-Z+1-240-5+...- T +...- T =Tm.

b) Dla K = brzeg [0,1]% i f(z,y) =y +1:

[ flzy)yds= [ ... ds+ [ ... ds+ [ ... ds+ [ ... ds =
K (0,1]% {0} (1}x[0,1] 0041} eeeeeieen
= e = 6.
c) DlaV = {(z,]z|) : |z| <1} i f(z,y) =7z +yV/3:
[f@y)ds=m-[ ... ds+ .. -[ ... ds=
% % %
= .. + = 6.
d) J - arcsinyds= ... = im2.
z2+y2:1
x,y>0

Tw. Gdy L ma paremetryzacje (x(t),y(t)), t € [a,b] klasy C! i f jest ciagta na L,

b
o [fayyds= [ fa.uo) () + (5)

L

(Ti,y:) - As; = istnieja, a = tg < t1... < t, = b takie, ze

D) y(t) -/ (@(ts) —2(tio1))? + (y(t:) —y(ti1))? =

(e (P ) -
= Y fat) yt) - (@(0) + (y(E) - At ~

i<n

2
(]
=
B

= > f(@(t),y(t:)

i<n

(z tw. Lagrange’a)

(2(t) y(®) -\ (@ ()* + (o (1))° dt D

Q
Sme
~



PRZYKLAD.

a) Dla L = {(x,acz) :x €[0,1]} z parametryzacjy: x =¢, y = ..., t € [...,...]:
y® 2 24t = _1
{ W dS \/W \/ ...... ) + ( ...... ) dt e =7
b) [ sin(@®)+2y?2ds= [ sin(a®)ds+ [ 2y%ds= ..... = 8.
z24y2=4 x2+y2=4 22+4y2=4
y<0 y<0 y<0
Tw. Gdy 7: [a,b] = T, 7= (x(t),y(t), 2(t)) jest gladks parametryzacja tuku T, to

/fds—/f 00200 () (B) 4 (2)

WNIOSEK. Gdy 7 : [a,b] — T, ¥ = (z(t),y(¢), 2(t)) jest gladka parametryzacja
(jednokrotna) tuku I', to dlugosé tego tuku mozna opisaé catka:

|I‘|:/1ds:/b1-\/(Cg>2+((ji>2+(f;>2dt.
T a

PrzYKEAD. Gdy T' jest lamana ABC, gdzie A(0,1,0),B(2,2,3),C(2,2,1), to
parametryzujemy oddzielnie odcinki AB i BC np.

Fap :[0,1] = AB, ¥ap = (2t,... +t,3t) i 7o :[0,2] = BC, o = (2,...,3 — ).
Wtedy [ .= Ja5 -+ Jg5 -, czyli
[ 2ev714+22ds = fl(zet+6t).mdtﬁ(%wm%)-\/mdt =
r 0 0
=14 - [2¢! + 382)§ + [(2e + 6)t — t2]2 = (2¢ + 1)V/14 + 4e + 8.

CALKA POWIERZCHNIOWA NIEZORIENTOWANA

Niech f(z,y,z) bedzie okreslona na powierzchni S. Podzial w = {S1,S%,...,5m}
powierzchni S na ’prawie rozlaczne platy’ o polach |S;| i wybdér punktéw a; € S;
wyznacza pewne przyblizenie calki powierzchniowej niezorientowanej:

fsf Flz,y,2) dS ~ i Flas) - |Si]

Doktadniej: jesli dla coraz drobniejszych podzialéw (o $rednicach zbieznych do 0) sumy
po prawej stronie sa, coraz blizej pewnej liczby (niezaleznie od wyboru punktéw), to te
liczbe nazywamy calka powierzchniows niezorientowana, funkcji f po powierzchni S.

INTERPRETACIE. [[¢ f(z,y,2)dS :
- masa powierzchni S, ktérej gestosé w punkcie (x,y, 2) ma wartosé f(z,y, z) [kg/m?],
- koszt wylozenia pow. S kafelkami, ktérych cena w (x,y, z) wynosi f(z,vy, 2) [zt/m?].



1. Na powierzchni S szescianu [0,1]% f(x,y,2) = [z +y+2]-7 L
przyjmuje wartosci: 07w, 1 m, ... Zatem /o S
ff +y+2]-mdS=0-7)-(3-3)+ ... + e = . . i

Vo

Dla funkCJl flz,y,2) = [#] - [y + 7] mamy:
JJE-+7dS =[] [+ TdS = %

Tw. Jedli powierzchnia S jest wykresem funkeji gtadkiej g(z,y) okreslonej na
obszarze D C R?, czyli gdy S = {(z,4,2) : z = g(z,y), (x,y) € D}, to catke
powierzchniowa, z funkcji f : .S — IR zamieniamy na catke podwdjng

fsf f(x,y,2)dS = fbff(fﬂ,y,g(wvy)) 1+ (592 +(52)2 dw

2. S =A{(z,y,2) : 2e+3y+2z =6, x,y,z > 0} jest wykresem f-cji g(z,y) = 6—2z—...

o dziedzinie D = {(x,y) : 0 <z <3, ... <Y< s }; zatem

f z—6)2dS = ff6 20— 3y —6)%- 1+ (-2)2+ ... do= ... = 54V/14
3. Polsfera S = {(x,y,2) : 2% + y? + 2% = 22,2 > 1} jest wykresem funkcji

g(T,y) = o o dziedzinie D = {(m Y) feee };  zatem
fsfzdS:fo( ........... ERVAE JEE 12 dw= ... =3Iz

4. Dla brzegu S czworoécianu 0ABC' (p.rys.) calki powierzchniowe mozna obliczy¢
‘na palcach’:

a) [[gqelttVlas= ... =e- |9 =
b) [[g el ¥dS= ...

c) [[gelrtlds= ..

d) [[gelrtvralgs = .

Do ktérych calek pomocne sa rysunki (z prawej)?

4’. Oblicz. (Ponizsze calki opisuja objetoéci pewnych ostroshupéw; opisz je (stowami).)

a) [[ zdS = {obj. ostrostupa o podstawie AABC' i wysokosci 2} = ......
ABC

b) [[ xdS= ...

ABC

c) [[z+ydS=......
ABC

5. Oblicz [  Y1+422+4y?dS= ... = Zm(5M/6 - 1).

2tz 4y?=1
220



