ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 13B

Bywa, ze zloty taricuszek jest na tyle cienki, ze chcemy go uwazaé za okrag L
L: z(t) = cost, y(t) =sint, t € [0, 27].
Jednak waga nam méwi, Ze ogniwa nie sa jednakowe. Doktadniej jego gestosé (gestosé
liniowa) jest réwna g(z,y) = 3y?, to znaczy, dla malego kawaleczka iloraz masy przez
dlugoéé jest réwny 3y2. Wtedy masa calego laricuszka jest réwna M = S g(z,y)dl.
L

Podobnie rzecz si¢ ma ze srebrng patera S
S: 2?24 y?+22=1, 2<0.
Waga w $rodku jest duzo wieksza niz przy brzegach (jest tam grubsza), np. jej
gestosé (gestosé powierzchniowa) jest réwna: g(x,y, z) = 7|z|, to znaczy dla malego
kawaleczka iloraz masy przez pole powierzchni jest réwny 7|z|. Wtedy masa calej
patery jest réwna M = [[ g(z,y,z) dS.
s

A jak to jest z masa, niejednorodnego tréjkata w IR? czy czworoécianu w IR3?
Podobnie (ale juz wystarcza 'zwykla’ catka podwdjna czy potréjna).

Przyklad A.
Znajdz mase M pierwszego zwoju linii sSrubowej x = acost, y = asint, z = bt, gdy
gestos$é w kazdym punkcie jest proporcjonalna do kwadratu odleglosci od (0,0,0).

= [k(va?+y? +22)2dl =
L

M:fg(x,y,Z) dl

= f k(y/(acost)? + (asint)? + (bt)2)?

= kvVa® + b22m(a® + 3b°72). 0

v/ (—asint)? + (acost)? + (b)2 dt =

UMOWA. Ponizej
iterowanych w ukl. kartezjaniskim i/lub cylindrycznym (biegunowym)’.

‘'wyznacz’ oznacza ’zapisz jako calke iterowana lub sume calek

Przyktad B. Niech S oznacza stozek o wysokosci 1 i promieniu podstawy 1.
Niech W oznacza walec o $rednicy podstawy réwnej 1 i wysokosci 1, ktérego podsta-
wa lezy na podstawie stozka i na ktérego powierzchni bocznej lezy wysokosé stozka.
Niech V' = SN W. Zapisz jako calke (lub sume calek) iterowanych:

a) objetosé V 2 [T [N (1 —p) rdrdp = ... —z_4
b) pole powierzchni V

c) dlugosé ’krawedzi’ V, to znaczy zbioru tych punktéw powierzchni V', ktére
nie sa gladkie (w ktérych nie ma plaszezyzny stycznej do powierzchni).

Tw. Gdy L ma paremetryzacje (z(t),y(t)), t € [a,b] klasy C* i f jest ciagta na L,

b
[ tawas= [ o (5) + ()

L
Tw. Gdy 7: [a,b] = T, ¥= (z(t),y(t), 2(t)) jest gtadka parametryzacja tuku T,

b
[£is= [ e@,00.200 )/ Ep 4 Drs
r a

Tw. Jesli powierzchnia S jest wykresem funkcji gladkiej g(z,y) okreslonej na
obszarze D C IR?, czyli gdy S = {(z,y,2) : z = g(z,9), (z,y) € D}, to catke
powierzchniowsa z funkcji f : .S — IR zamieniamy na catke podwdjna:

//fw )dS = //fxygxy) \/1+(§9> 2 do




Przyklad C. Niech T oznacza trékat o wierzchotkach (1,0,0),(1,1,0),(0,0,3). Tw. Jesli powierzchnia S jest wykresem funkcji gladkiej g(z,y) okreslonej na
Wyznacz jego mase gdy gestosé g = g(z,y, z) jest proporcjonalna do kwadratu od- obszarze D C R?, czyli gdy S = {(z,y,2) : z = g(z,y), (z,y) € D}, to caltke

legtosci od punktu (1,1,0) i ma najwieksza warto$é réwna, 7 powierzchniowa, z funkcji f : S — IR zamieniamy na catke podwdjna;
99 99
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g@stoéég:g(a:,%z):k-\/(x—1)2+(y—1)2+(2—0)2. //fxy7 ds = //fxygxy) \/1+(8)+(8y) dw

7 =supg[T] = ¢(0,0,3), (argument za ostatnia réwnoscia daje geometria)
zatem )

T=k-/(0—1)2+(0—1)2+32
skad
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Dalej zauwazmy, ze T jest wykresem funkcji z = z(x,y) = 3— 3z o dziedzinie bedacej
tréjkatem D C IR? o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1).

M:ffg(x’y’z)dszf:ﬁ[%'\/(x_1)2+(y—1)2+z23d5:
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Przyktad D. Niech tréjkat z Przyktadu C. obraca sie w stalym tempie 3 obrotéw
na sekunde wokot osi OZ. Wyznacz jego energie kinetyczna,

'Maly’ kawaleczek AT z punktu (z,y, z) ma szybko$é¢ v = 3-2m/x2 + y2, bo w ciagu

sekundy przebywa droge 3 - 2my/x? + y2. Ma mase AM = g(z,y, 2) - |AT|pote-
Zatem wnosi do energii kinetycznej wartosé % -AM -2,

Eyin = ff S(3-2my/a?+y2)? - /(e —1)2 + 1)2—|—222de

—ff 112167T2 2402 @12+ (y— 12+ (3—32)2 -\/I+ (0)2dw —
= %“2\/@'}} 2). /100w — 1) + (y — 1) dyda= T (wg Maximy)
00



Przyklad E. Polsfera S ma w danym punkcie gesto$é¢ réwna kwadratowi odleglosci
od osi symetrii. Wyznacz srodek masy S.

Mozemy przyjaé, ze S = {(z,y,2) : 22 + y> + 22 = 1, z > 0} jest wykresem funkcji
z = 2(z,y) = +y/1 — 22 — y? o dziedzinie D = {(z,y) : 2% + 3> < 1}.

2
Wtedy gestosé g = g(z,y,2) = Va2 +y? .
Przy takiej gestosci srodek masy lezy oczywiscie na osi symetrii (czyli na osi OZ).
Niech s oznacza trzecia wspolrzedna, srodka masy S.

Mamy: s = 37 [[ z-g(z,y,2) dS, gdzie M = [[ g(z,y,2)dS
S S

Obliczamy:
— _ 2 AN —2z 2 —2y 2 —
M - gg(xayaz) dS* g(x +y ) \/1+ (2\/1—;82—312) +(2\/1—x2—y2) dw
2r 1 Lo 1)t .

S
— 1 2 2. (g2 2y . —2z 2 —2y 2 _
VT2 @+ ) \/1+<2¢1 P+ (s )? d

Odp. Srodek masy S lezy na osi symetrii w odleglosci % od sfery, po 'wewnetrznej’
stronie sfery. a



