ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI 14A
CALKA KRZYWOLINIOWA SKIEROWANA

Napis f F o dF oznacza calke krzywoliniowa z pola F po krzywej skierowanej I'.
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gdzie punkty 7, 71,75, ..., Ty leza na krzywej I' zgodnie z jej skierowaniem.
Przyblizenie jest tym lepsze, im ’gesciej’ te punkty leza na krzywej.

Interpretacja fizyczna: praca...
PRZYKEAD. Dla F(x,y) = (zy,22),T = {(z,2?) : z € [0,1]} i 7 = (%, (%)2) mamy
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Inne oznaczenia: dla F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)),
[Fodrf= [P(z,y)dz+Qz,y)dy= [Pdx+Qdy
r r r

Tw. Gdy 7: [a,b] = T, 7= (x(t),y(t)) jest gladka parametryzacja tuku T, to

[ Plo.y) dr+ Q) dy = J Pa(t), y(1) % + Q). y(t)) & dt

PRZYKLAD C.D. Dla F(z,y) = (zy,22), T = {(t,#2) : t € [0,1]} mamy
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PRZYKEAD. (po innej krzywej) Dla F(z,y) = (zy,22), Ty = {(t,) : t € [0,1]} mamy
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Dowo6D (szkic)
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gdzie za 'wezyki’ odpowiadaja definicje, a za = — pojecie wektora predkosci. O

DowOD. (TEN SAM co powyzej! TEZ szkic!)
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Dla pola F = (P,Q), gdzie P(z,y) =z +y, Q(x,y) = 2y i okregu jednostkowego L
mamy

e przy parametryzacji x(t) = cost, y(t) =sint, 0 <t < ...

[ Pdz + Qdy = [(cost+ ... ) (—sint) + (2 ...... ) dt = ... = -7
L 0

e przy innej parametryzacji L1: xz(t) =sint, y(t) = cost, 7 <t < 3w

J Pdz + Qdy = [(sint+ ...... ) (cost) + (2 ...... ) e dt = ... =7
Ly

T

DLACZEGO inny wynik?! Bowiem...

e przy innej parametryzacji Lo: x(t) = cost?, y(t) =sint?, 0 <t <27

J Pdz+ Qdy = [(cost®+ ...... ) (=2tsint?) + (2 ...... ) dt=.. =-7
Lo 0

Ogdlnie: gdy T oznacza tuk od A do B (gdzie porzadek jest wyznaczony przez pewna,

parametryzacje), to przez —I' rozumiemy ten sam zbiér punktéw, ale uporzadkowany

przeciwnie: od B do A; wtedy [ Pdr+Qdy+ Rdz=— [Pdx+Qdy+ Rdz .
-r r

Gdy 7: [a,b] = T, 7= (x(t),y(t), 2(t)) jest gladka parametryzacja tuku I, to caltke
b

skierowana, zamieniamy na 'zwykla: [ Pdz + Qdy + Rdz = [ P22 + Q% + R% gt
r a

PrzyKEAD. Gdy T' jest tamana ABC, gdzie A(0,1,0),B(2,2,3),C(2,2,1), to
parametryzujemy oddzielnie AB i BC np. 7ap : [0,1] = AB, 7ap = (2t,1+1¢,3t) i
[ 22 dx + xzdy + ydz = ([55 2°de + xzdy + ydz) + ([55 22de 4+ xzdy + ydz) =

(3)2-2+42t-3t- 14 (1+18)-3dt+ [Z(3—)2-0+2-(3—1)-042- (1) dt =
2412 + 3t +3dt + [T —2dt = [863 + 362 + 3], + [~24]3 = 12,5+ (—4) = 8,5 .
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