ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI 14.B

f(z,y) nazywamy potencjalem pola wektorowego F= (P,Q), gdy P = 8:1:’ = %.
(P,Q,R), gdy F = grad (f).

odgadnacé takie f, sprobuj:

f(z,y, z) nazywamy potencjalem pola wektorowego F=

Czy pole wektorowe ma potencjal? Czasami mozna...

a) F(x,y)=(z,y) b) Flr,y)=(y,2) ) Flay) = (1%

d) Flz,y) = %% e) Flay) = (uy?2%y+y°) ) Flz,y) = (ye*,e?)

g) Flz,y)= (" —V2 = +7) h) Fla,y,2) = (2uyz,2%z,2%y +1)

i) F(z,y) = (" ze? +y) j) Pla,y) =12, Qa,y) = (1 + zy)e™

K) F(z,y,2) = (2ayz, a%z,2%y+1) 1) P=yz, Q=xz, R=uay

m) F(z,y,2) = 2z +1,2y(z +1),22 + y> +322) n) F(x,9,2) = (2,2,y)
Odp. a) f(z,y)=3(2*+y?), d) brak, h) f(z,y,2)=ayz+z, n) f(z,y,2) =52 yz

TWIERDZENIE 1. Gdy F= grad f 17 : [a,b] — T jest gladka parametryzacja tuku T’
skierowanego od A = 7(a) do B = #(b), to

!ﬁod?z f(B) — f(A)

Innymi stowy: Jesli pole wektorowe ma potencjal f, to catka skierowana od A do B
nie zalezy od drogi, jest réwna réznicy potencjaléw tego pola f(B) — f(A).

PRZYKLAD.
Gdy F(z,y) = (2zy?,22%y), T krzywa od A = (5,2) do B = (9,1), to

[FodF = F(B)— f(A)=9%.12 —52.22 = _19

r flay)=a"y*

F=gradf
PRZYKLAD.
Gdy F(z,y) = (ycosay,zcoszy) i I krzywa od A = (@, @) do B = (@, ),
to [Fodrf=.. =1v2-1)
r

Zadanie.

Niech f,9,h beda ciaglymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, ze calka
Jp f(x)dz+g(y)dy+h(z)dz nie zalezy od drogi I' (zalezy tylko od poczatku i korica).

TWIERDZENIE 171, Gdy pole F ma wlasnoéé: calki z pola wektorowego po dowolnej
krzywej od A do B sa jednakowe, dla wszystkich A, B € IR™, to F' ma potencjal.



TWIERDZENIE GREENA. Niech I' bedzie krzywa plaska skierowana dodatnio (prze-

ciwzegarowo) ograniczajaca obszar Q bez 'dziur’ i niech F(x,y) = (P(x,y), Q(z,y))

bedzie polem wektorowym okreslonym na €2, gdzie P, Q sa klasy C'. Wtedy
!de +Qdy = fo (% - %—5) dw  wersja [rot]

oraz

1[_62 dx + Pdy = fdf (‘Z—I; + %) dw  wersja [div]

DowOD? Pigkny! ZASTOSOWANIA? Jeszcze bardziej.

PRZYKEAD 1. Niech F = (cose® —y,3z +sin(y® +y)), I ={(z,y);2>+y2 = 4}
skierowany dodatnio. Wtedy:

jp Aozrsnten) 8(60582‘“9) do= [[ 3—(-1)dw=4. 722

z24y2<4 x24y2<4

[Fodr=
r

UWAGA. Ten sam wynik otrzymamy dla F(z,y) = (—y—+cosik(x), 3x+jakiesik(y)).

PRZYKLAD 2. Dla F(z,y) = (¢! + y, 4z +siny?), K = {(z,y);22 +y> = 4, y > 0}
skierowanej od (2,0) do (—2,0).

Tu nie mozna wprost zastosowa¢ tw.G., bo K nie ogranicza zadnego obszaru. Mozna
ja uzupemié, np. odcinkiem od A = (—2,0) do B = (2,0). Lacznie te dwie krzywe
ograniczaja, pétkole Q = {(z,y) : 2% + y? < 4, y > 0}. Wtedy:

I{ﬁOdF+A"{BﬁOdF:f g—g—%dug

Q
skad
S 00 L
[Fodr={ ?g—%—gdw— | Fodr=
K Q AB
2
= [[4-Tdw— [(t*+0)-1+ (4+sin0)-0dt = tu AB: {I=) t € [-2,2]
Q —2
=3.3m2? — ($15)2, =6r - & o

PRZYKLAD 3. F(z,y) = ( Q= {(z,y);4 <z?+y> <16},

—y .
T )
(tu brzeg 2 to DWA okregi; JAK tu okreslié skierowanie??? )
[Fodrf=..

K



