ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 3.B
DEF. Funkcja f: D — IR jest ciaglta w pg € D CIR™, gdy

v 3V [p— . |<d=1f(...)—f(po)| <e.
e>0 >0 peD

Innymi stowy (dla py = (z0,%0) € D C IR?):

v )= f(wo,y0)| <€ .
e>0 6>0 (z,y)eD

Mozna tez tak: f jest ciagla w pg € D, gdy albo ma w tym punkcie granice réwna,
f(po), albo py jest punktem izolowanym D (tzn. nie jest punktem skupienia D).

DEF. Funkcja f: D — IR jest ciagta, gdy f jest ciagla w kazdym punkcie dziedziny.

1. Podaj zbiér wszystkich punktéw, w ktérych f jest ciagla, gdzie

a) f(a,y) =[z]+y

Odp.: IR\ Z)xR
(czyli wszystkie punkty IR? poza punktami o catkowitej pierwszej wspétrzednej)

r+y daz?+y%2<1
b) f(xay):{ ﬁ dlaa:2—|—y2>1
Odp.: (R*\ {(z,y) : 22 +¢y? =1}HU{(3V2, ... )}
Innymi 'znaczkami’: {(z,y) : 22 +y? # 1}) U {(%\@, ...... )}

‘proza’: (ptaszczyzna bez okregu {(z,y) : 2 +y? = 1})) i jeszcze jeden punkt:

(o))

, [ x4y dlaz?+y*<1
b) f(‘rvy)_{ 1 dla$2+y2>1
Odp.: {(z,y): 22+ > #1HU{( .y o ) (e s o)}
‘proza’: dopehienie okregu {(x,y) : 2? + y? = 1}) wraz punktami: (..., .. ),

(ey)



[ z+y da(z,y) €[0,1]? . .
c) flz,y) = { » dla (z.y) ¢ [0.1] gdzie p € IR jest parametrem.

Opp. Niech B = [0,1]%\ (0,1)? (brzeg kwadratu).
Zbiér punktéw ciaglosci f (w zaleznosci od p) jest réwny:
R?\ B dla p¢]0, ... ],
(R*\ B) U{(p—1,1),(1,p—1)} dla pe L, ... ],
(R*\ B) U{(p,0),(0, ... )} dla pe[..,1]. o

av? g e 2 2
_ g dla x #£0 _ — dla z®+y°>0
d xZ, = T e X, = T4y
) fey) {5y—6 dlaz =0 ) fa) { 0 daz?+y2=0

ROZWIAZANIE.d)
Funkcja f jest oczywiscie ciaglta w punktach zbioru (IR\{0})xIR, czyli poza osia OY.

Rozwazmy punkt po = (0,y0) osi OY.
7 jednej strony mamy:

. ev? 1 - eV’ 1 ay? : eV’ 1 9 2
lim f(z,y)= lim ¢ = lim — - = lim —y° =1-yg,
(z,y)—pgo (z,y)—po z (z,y)—>pg LY z (z,y)—>pg  TY
x#0 x#0 #0 x#0
1 =1
s—0

(Lemat jest dla fuunkcji jedej zmiennej i mozna go dowiesé reguta d’'H ... .
Mozna go zastosowaé, bo s := 1%y dazy do 0%yy = 0, przy (z,v) — (0,%0).)

7 drugiej strony:
lim  f(z,y)= lim 5y —6=>5y,—6= f(0,y0).

(%y)ﬂ:(oﬂvyo) (r,y)z(ooxyo)
Zatem f jest ciagla w pg = (0,90) <= y2=5yo—6 <= yo€ {2,3}.
ODP. Zbiér punktéw ciaglosci f jest réwny: (IR\ {0}) x R) U {(0,2),(0,3)}. O

Dowody ponizszych twierdzeni sa 'smutne’ (wystarczy zastosowaé ............ ).
Tw. Niech f; i fo beda ciagle w punkcie p. Wtedy w punkcie p sa, ciagte:
f(p) = f1(p) = f2(p),
f(p) == f1(p) - f2(p),
f(p) =20,
f(p) == sin (f1(p)).

Jak pierwsze dwa 'wystowié¢ proza’? Jak uogolni¢ ostatnie dwa przyktady?

Tw. Niech g1,92 : R — IR beda ciagte: g1 wag i gaw ...... .
Niech f : R?* — IR bedzie ciagla w punkcie ............ .
Wtedy funkcja h: IR — R, h(z,y) = f(g1(x), ...... ) jest ciagla w punkcie ......



