ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 4A

DEF. Niech f: D — IR, gdzie D CIR? Pochodne czastkowe f w punkcie (z9,y0) € D
okreslamy wzorami:

fzo+Az,y0)—f(20,y0)

' def / def 1o f(@o.wo+Ay)—F(0.y0)
fx(l‘anO) = Alglcgo A fy(aﬁo,yo) = Ahm 0,Y0 0:%0)

P A—
Inne oznaczenia: 2L (20, yo), %(3?07%)7 fz(x0,90), fy(z0,y0)-

PRZYKEAD A. Dla f(z,y) = z'y? + sin(zy?) mamy
fo(m,1) = (42%y® + cos(zy?) - y?) omr = 47® - 1+ cos(m) - 17 = 47® ... ,

y=1

fo(m, 1) = (335 y? 4 cos(zy?) Qxy) —r = 37% 4 cos(m) - 27 = 37 — 27,

PRZYKLAD A’. Dla g(z,y, z) = 2%y + 2z mamy

gh(ml,e)=( ...... ) ,g;(ﬂ',l,e) = ,gu(mle) = ...
y=1
z =€

_z _ q
PrzYKtAD B. Dla funkcji f(z,y) = { x26y2 dlz Ei’Z; f (0,0)

w punkcie (0,0) (obliczamy z definicji):

ho
lim f(0+h,0)—£(0,0) _ lim 4Z+02
h—0 h—0

= lim ;5 = +o0, wiec f2(0,0) nie istnieje,
h—0

13(0,0) = Jim LOCERZIO0 _ iy e
h—0 h—0

a w punktach (z,y) # (0,0) liczymy ze wzoréw:

ozr z24y2 (w2+y2)2 (:v2+y ) ) Biy z24y2

F) T 1 (22 4y®)—z20 _  ¢y?—z? o) T — .’L"(—

. _ | s da(z,y) £ (0,0)
PrzyktAD C. Funkcja f(z,y) = { 69 dla (2, ) = (0,0)

ma w kazdym punkcie obie pochodne czastkowe, bowiem:
- dla punktu (0,0): obie pochodne czastkowe sa réwne 0, bo:
zauwazamy, ze f obciete do osi OX jest funkcja, staly (=0); tak samo dla osi OY;

- w punktach (z,y) # (0,0) mozna obliczy¢ pochodne czastkowe ze wzoréw.

Uwaga: funkcja ta ma wszedzie obie pochodne czastkowe ale nie jest ciagla (sprawdz).
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PrzYKEAD D. Niech f(z,y) = { 22y gjﬁ E;’zg ; {8’%2

Niech B = [0,1]?\ (0, 1)2. Funkcja f ma wszedzie, poza B, obie pochodne czastkowe.
Dalej rozwazmy punkt p € B, zbadamy f.:
e przypadek p € [0,2] x {0}, czyli p = (x0,0):
dla ¢ € (0,2) oczywiscie f,(w0,0) =0, bo f[(,2)x{0} jest stala (réwna ... ),
dla 2o € {0,2} f, nie isnieje (zréb wykresy f|(—c.c)xqo} 1 fl(2—e,24)x {0}
e przypadek p € [0,2] x {2}, czyli p = (x9,2) jest niemal identyczny z poprzednim
(zjakimi zmianami?)
e przypadek p € {0} x [0, 2], czyli p = (0,yo):
dla ...........
dla ............

e przypadek p € {2} x [0, 2], czyli p = (..., yo) jest niemal identyczny z poprzednim.
Zatem dziedzing, f] jest zbidr ............ ,

Podobnie badajac otrzymujemy: dziedzina f; jest zbidr ............ .
* ok ok

Niech f : IR? = IR ma ciagle pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu p-ktu (zo,yo)-

Roéwnanie z = f(zo,y0) + fz(0,90) - (x — x0) + fy (20, ¥0) - (¥ — ¥o)
okresla plaszczyzne styczng do f w punkceie (zo, yo)-
Zachodzi: f(z,y) = f(x0,90) + fr(z0:y0) - (x — 20) + £} (w0, y0) - (¥ — ¥o)

czyli wartosci f sa 'niezle’ przyblizane przez wartosci bardzo prostej funkcji.
Doktadnosé tego przyblizenia bedziemy omawiaé w przysztosci (za Taylorem).

PRZYKLAD. Funkcja f(z,y) = 2® + y* ma w punkcie (zg,0) = (2,1) plaszczyzne
styczng o réwnaniu

z = f(zo,y0) + f2(0,90) - (x — w0) + fy(0,¥0) - (¥ — o)
z=224144+(3-2240) - (z —2)+(0+4-13) - (y — 1),
z2=9+12(x — 2) +4(y — 1),

z =12z + 4y — 19.

PRZYKLAD. ZnaleZé plaszczyzne P, na ktérej leza punkty A; = (3,0,5), Ay =
(3,1,6), styczna do powierzchni 22 + y% + z = 4.



