
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 6b

Def. Niech f : D → IR i p0 ∈ D ⊆ IRm. Mówimy, że

f osia
‘
ga (ma) w p0 lokalne maksimum, gdy ∃

δ>0
∀

||p−p0||<δ
p∈D

f(p) ≤ f(p0),

f osia
‘
ga (ma) w p0 lokalne minimum, gdy ∃

δ>0
∀

||p−p0||<δ
p∈D

f(p) ≥ f(p0).

Jeśli w powyższym dla p ̸= p0 zachodzi nierówność ostra, to mówimy, że f ma w p0
lokalne ekstremum w laściwe.

Uwaga. Przy TEJ definicji funkcja f : IR2 → IR, f(x, y) = 2 ma w p0 = (1, 4)
zarówno maksimum lokalne, jak i minimum lokalne!

Przyk lad 0. Funkcja f(x, y) =

{
3 − |x| gdy (x, y) ̸= (0, 0)

p gdy (x, y) = (0, 0)

dla p = 1 ma w (0, 0) lokalne ...... , (Jakie wzia
‘
ć δ w definicji? Odp. δ ... .)

Dla p = 5 ma w (0, 0) lokalne ...... , (Jakie wzia
‘
ć δ w definicji? Odp. δ ... .)

Ogólnie:
• dla p ∈ IR ma w każdym punkcie zbioru {0} × (IR \ {0}) maksimum lokalne,
ponadto:
• dla p ≥ ... ma w (0, 0) maksimum lokalne,
• dla p < ... ma w (0, 0) minimum lokalne.

Tw. Niech f : D → IR osia
‘
ga lokalne ekstremum w p0 = (x0,y0) ∈ D ⊆ IR2.

Jeśli istnieje f ′
x(p0), to jest równa 0. Jeśli istnieje f ′

y(p0), to jest równa 0.

Dowód. Wystarczy zbadać obcie
‘
cia: f |(IR×{y0})∩D i f |({x0}×IR)∩D .

Wniosek. Gdy f : D → IR ma wsze
‘
dzie obie pochodne cza

‘
stkowe, to może mieć

ekstremum lokalne tylko w punktach spe lniaja
‘
cych uk lad równań

{
f ′
x(x, y) = 0

f ′
y(x, y) = 0

.

Uwaga. Dla funkcji o wie
‘
kszej liczbie zmiennych zachodza

‘
analogiczne stwierdzenia.

Przyk lad 1.

Dla f(x, y) = x3−x+y3 mamy

{
f ′
x(x, y) = 0

f ′
y(x, y) = 0

⇐⇒
{

3x2 − 1 = 0

3y2 = ...
⇐⇒

{
x2 = 1

3

y = ...

czyli jeśli f ma ekstremum lokalne, to jedynie w którymś z punktów p1 = ( ... , ... ),

p2 = ( ... , ... ), albo w obu. NA RAZIE wiemy tylko/aż tyle.

.



Twierdzenie. (warunek wystarczaja
‘
cy istnienia lokalnego ekstremum)

Niech f : D → IR be
‘
dzie klasy C2 w otoczeniu p0 = (x0,y0) ∈ D ⊂ IR2 oraz

f ′
x(p0) = 0 i f ′

y(p0) = 0. Niech H := det
(

f ′′
xx(p0) f ′′

yx(p0)

f ′′
xy(p0) f ′′

yy(p0)

)
(zwany hesjanem). Wtedy:

jeśli H > 0 i f ′′
xx(p0) > 0 , to f osia

‘
ga minimum lokalne w p0,

jeśli H > 0 i f ′′
xx(p0) < 0 , to f osia

‘
ga maksimum lokalne w p0,

jeśli H < 0 , to f nie ma ekstremum lokalnego w p0,

Jeśli H=0, to twierdzenie to nie rozstrzyga, czy f ma ekstremum lokalne w p0.

Dowód. (idea) Zajmiemy sie
‘

tylko przypadkiem: H < 0.

Znak różnicy wartości:

f(x, y) − f(x0, y0) = f ′
x · (x− x0) + f ′

y · (y− y0) + R2 = (z Tw. Taylora)

= 0 + R2 = (bowiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

= 1
2

(
f ′′
xx · (x− x0)2 + 2f ′′

yx · (x− x0)(y− y0) + f ′′
yy · (y− y0)2

)
=

= 1
2 (y− y0)2

(
f ′′
xx ·

(
x−x0

y−y0

)2

+ 2f ′′
yx ·

(
x−x0

y−y0

)
+ f ′′

yy

)
zależy od znaku wyrażenia w nawiasie, które jest ’prawie funkcja

‘
kwadratowa

‘
’

zmiennej
(

x−x0

y−y0

)
. Wyróżnik (∆) tej ’prawie funkcji kwadratowej’ jest równy

(2 · f ′′
xy)2 − 4 · f ′′

xx · f ′′
yy = −4(f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)2) = −4 det
(

f ′′
xx f ′′

xy

f ′′
yx f ′′

yy

)
= −4H > 0.

Dla (x, y) bliskich (x0, y0) owa ’zmienna’
(

x−x0

y−y0

)
przyjmuje wszystkie wartości

rzeczywiste. (Np.: dla (x, y) = (x0 + π
n , y0 + 1

n ) owa ’zmienna’ ma wartość ... .)
Zatem ta ’prawie funkcja kwadratowa’ przyjmuje wartości i dodatnie, i ujemne.
Czyli znak różnicy f(x, y) − f(x0, y0) dla pewnych (x, y) jest dodatni, a dla innych
– ujemny.

Zatem w pobliżu (x0, y0) sa
‘
:

– zarówno punkty (x, y), w których wartości f(x, y) > f(x0, y0),
– jak i punkty (x, y), w których wartości f(x, y) < f(x0, y0).

Sta
‘
d f nie ma ekstremum lokalnego w (x0, y0).

Uwaga. Dlaczego powyższe nie jest dowodem?
Bo ............
Bo ............
............

.

Poprzednia mapa jest dużo bardziej czytelna od zdje
‘
cia z góry (samolotowego):



Zadanie 2. Znaleźć ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = x3 − x + xy2.

Rozwia
‘
zanie. Funkcja f jest klasy C2, wie

‘
c ekstrema lokalne MOŻE mieć TYLKO

w punktach spe lniaja
‘
cych uk lad równań:{

f ′
x(x,y)=0

f ′
y(x,y)=0

⇐⇒
{

3x2−1+y2=0
2xy=0 ⇐⇒

( {
y=±1
x=0 lub

{
x=± 1√

3
y=0

)
,

czyli w p1 = (0, 1), p2 = (0,−1), p3 = ( 1√
3
, 0) lub p4 = (− 1√

3
, 0).

Obliczmy hesjan: H = det
(

f ′′
xx f ′′

yx

f ′′
xy f ′′

yy

)
= det

(
6x 2y
2y 2x

)
= 12x2 − 4...2.

Dla p1 = (0, 1) i p2 = (0,−1) mamy H = 12 ·0−4 ·1 < 0, zatem f nie ma ekstremum
lokalnego ani w p1, ani w p2.

Dla p3 =( 1√
3
, 0): H= 12

3 >0 i f ′′
xx(p3)= 6√

3
>0, zatem f ma minimum lokalne w p3.

Dla p4 =(−1√
3
, 0): H= 12

3 >0 i f ′′
xx(p4)= −6√

3
<0, zatem f ma maksimum lokalne w p4.

Odp. f ma dwa ekstrema lokalne: minimum w ( 1√
3
, ... ) i maksimum w ( ...... , 0).

* * *

Przyk lad 3. Rozważmy funkcje
‘
f(x, y) = x2 + y2 − 4x− 6y + 14 .

BEZ powyższego tw. można pokazać, że f ma jedyne ekstremum lokalne w (2, 3),
bo geometria mówi, że funkcja ta mierzy kwadrat odleg lości punktu (x, y) od (2, 3)
powie

‘
kszony o 1 (zbliżaja

‘
c/oddalaja

‘
c sie

‘
do/od (2, 3) zmniejsza/zwie

‘
ksza sie

‘
wartość f).

BEZ geometrii TEŻ można obej́sć sie
‘

bez owego twierdzenia (z hesjanem).
Mianowicie zauważmy, że:
f(x, y) = (x− 2)2 + (y − 3)2 + coś ≥ 02 + 02 + coś = f(2, 3) (gdzie coś to sta la!)
zatem f przyjmuje wartość najmniejsza

‘
w (2, 3) (czyli jest to też minimum lokalne).

Jest to jedyny punkt zeruja
‘
cy obie pochodne f ′

x(x, y) = 2(x−2), f ′
y(x, y) = 2(y−3),

wie
‘
c f nie ma innych ekstremów lokalnych.

* * *

Przyk lad 1. (raz jeszcze) Dla funkcji f(x, y) = x3 − x + y3

BEZ rachunków można pokazać, że nie ma ekstremów lokalnych (zob. f |{x0}×IR ).

Podobnie dla g(x, y) = x5(2 + sin y), h(x, y, z) = z32xy.

* * *

.

Gdy (niebanalny) algorytm przerobi je na zdje
‘
cie z perspektywy, to efekt jest bardziej

czytelny.

Mapa i powyższe zdje
‘
cia pochodza

‘
z portalu mapy.cz.



Dla funkcji o wie
‘
kszej liczbie zmiennych warunek wystarczaja

‘
cy jest bardziej skomp-

likowany. Z pomoca
‘
przychodzi tu Sylwester z algebra

‘
liniowa

‘
(forma

‘
kwadratowa

‘
).

Twierdzenie. (warunek wystarczaja
‘
cy istnienia lokalnego ekstremum)

Niech f : D → IR be
‘
dzie klasy C2 w otoczeniu punktu p̄ = (x̄1, . . . , x̄m) ∈ D ⊂ IRm

oraz f ′
xi

(p̄) = 0, dla każdego i ≤ m. Niech H oznacza macierz Hessego drugich
pochodnych cza

‘
stkowych f w punkcie p̄:

H :=


f ′′
x1x1

(p̄) f ′′
x1x2

(p̄) . . . f ′′
x1xm

(p̄)

f ′′
x2x1

(p̄) f ′′
x2x2

(p̄) . . . f ′′
x2xm

(p̄)
...

...
. . .

...
f ′′
xmx1

(p̄) f ′′
xmx2

(p̄) . . . f ′′
xmxm

(p̄)


Wtedy:

jeśli H jest dodatnio określona, to f ma minimum lokalne (w laściwe) w p̄,

jeśli H jest ujemnie określona, to f ma maksimum lokalne (w laściwe) w p̄,

jeśli H jest nieokreślona, to f nie ma ekstremum lokalnego w p̄.

W pozosta lych przypadkach (H jest pó ldodatnio lub pó lujemnie określona i nie jest
ani dodatnio, ani ujemnie określona), to twierdzenie to nie rozstrzyga, czy f ma
ekstremum lokalne w p0.

Gdy uwzgle
‘
dnimy jeden ze sposobów badania dodatniości/ujemności formy kwadra-

towej, to uzyskujemy niemal algorytm:

Twierdzenie. (warunek wystarczaja
‘
cy istnienia lokalnego ekstremum)

Niech f : D → IR be
‘
dzie klasy C2 w otoczeniu punktu p̄ = (x̄1, . . . , x̄m) ∈ D ⊂ IRm

oraz f ′
xi

(p̄) = 0, dla każdego i ≤ m. Dla macierzy Hessego drugich pochodnych
cza

‘
stkowych f w punkcie p̄ wyznaczniki jej minorów g lównych oznaczmy:

Hk := det




f ′′
x1x1

(p̄) f ′′
x1x2

(p̄) . . . f ′′
x1xk

(p̄)

f ′′
x2x1

(p̄) f ′′
x2x2

(p̄) . . . f ′′
x2xk

(p̄)
...

...
. . .

...
f ′′
xkx1

(p̄) f ′′
xkx2

(p̄) . . . f ′′
xkxk

(p̄)


 , dla k = 1, 2, . . . ,m.

Wtedy:

jeśli H1, H1, . . . ,Hm > 0, to f ma lokalne minimum w laściwe w p̄,

jeśli (−1)k ·Hk > 0, dla każdego k ≤ m, to f ma lokalne maksimum w laściwe w p̄.

.


