ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 9A
PRZYKEAD. (wprowadzajacy) Niech F(z,y) = (24 (y—v3)2=1)-((Jz|—1)%45>—1).
Rozwiazaniem réwnania F'(z,y) = 0 jest zbiér Z bedacy suma, trzech okregéw (p.rys.).

Popatrzmy na punkty p € Z i ich dostatecznie male otoczenia U),.
Mozliwe sa, cztery przypadki:

o U,NZ jest wykresem funkeji y = y(z) 1 funkcji z = z(y);

& U, NZ jest wykresem funkcji y = y(x) i nie jest wykresem funkcji z = z(y);
& Uy, NZ jest wykresem funkeji z = x(y) 1 nie jest wykresem funkeji y = y(z);
QO U, NZ nie jest wykresem funkcji ani y = y(z), ani z = z(y).

Powyzsze jest tatwe, bo znamy pelne rozwiazanie owego rownania. Ponizsze twierdze-
nie pozwoli (nieco) zbadaé szczegdlne rozwiazania skomplikowanych réwnan.

Na przyklad pozwoli rozstrzygnaé, jakiego rodzaju (w powyzszym sensie) jest punkt
(1,2), bedacy jednym z rozwiazan réwnania z°y + z3y% — 66 = 0.

TWIERDZENIE 1. (o istnieniu funkcji uwiklanej)

Niech F': D — R bedzie klasy C' w otoczeniu punktu py € D C IR?i niech F(py)=0.
Jesli Fy (po) # 0,

to istnieje otoczenie (a,b) X (¢,d) C D punktu pg i funkcja ¢ : (a,b) — (¢, d) taka, ze

(%)

Ponadto ¢'(x) =

F(z,y) =0 <= y = p(z), dla wszystkich (z,y) € (a,b) x (¢,d).
F(z,y)

- Fi(,9) dla wszystkich x € (a,b), y = ¢(x).

WNIOSEK. Przy zalozeniach jak w twierdzeniu i dodatkowo F'€C2% Wtedy
El, - (F))?*=2F), - F, - F,+ F) - (F})?

- (Fy)? ’

gdzie pochodne po prawej sa, liczone w punkcie (z,y), gdzie y = p(x).

(. y)

F)(z,y)

¢ (x) =

Jesli Fl(z,y) =0 (czyli ¢'(z) = 0), to ¢"(z) = — , gdzie y = ¢(z).
UWAGI.

Twierdzenie NIC nie méwi, jak znalezé pg, pewne rozwiazanie réwnania F'(p) = 0.
Trzeba je np. zgadnaé lub obliczy¢ jakimi$ sprytnymi metodami.

Twierdzenie '"NIECO’ méwi, jak 'wygladaja’ inne rozwiazania w poblizu pewnego
rozwiazania pg, ('w poblizu’ tzn. w pewym 'matym’ prostokacie zawierajacym po).
Problem z terminologia, . . .

Zaznacz na rysunku punkty typu &, , ©.

DowOD. (tu tylko czesci ‘ponadto’ )

Z (*) wynika tozsamos$¢ F(z,¢(z)) =0, dla wszystkich = € (a,b),

ktéra, rézniczkujemy stronami po z (i korzystamy z reguly tancucha):
Fo(z, 0(2) + Fy(2,9(2)) - ¢'(z) = 0,

F! (x,
skad otrzymujemy pierwsza, cze$¢ 'ponadto’: +(2, o))

#@) = E @)

Gdy F €C?, otrzymana, tozsamos$é ¢’ = ——2 (piszemy juz bez argumentéw, by skrécié

zapis) jeszcze raz rézniczkujemy stronami po x (pamietajac o regule taricucha):
v (Pt Fp- o) Fy = Fy - (Fy + Fy - ¢'(2)
¥ 2 :
(£)

Uwzgedniajac, ze o' = —F, /F, i porzadkujac dostajemy finalnie

- (Fp)?—2Fy, - Fy - Fy+ Fyy - (Fy)?
(F)? ’

@ (x) =

gdzie pochodne po prawej s liczone w punkcie (z, p(z)). a



1. Jak wyglada rozwiazanie réwnania z3y%+aty? = 20+22y* w poblizu punktu (2,1)?

Dla F(z,y) = 23y5+2%y? — 20—22y* réwnanie jest tozsame z F(x,y) = 0.

31 F(2,1) = 64 # 0,
o(z),

Dla po = (2,1) mamy: F(po) = 0, F; = 6x3y° + 22y — 42y
wiec w pewnym otoczeniu pg rozw1azan1e jest wykresem (Jaklejb) funkCJ1 Y =
o ktérej mozna powiedzieé, ze:

- maleje w poblizu pg, bo F. = 322y5 + 423y? — 2zy* i F.(2,1) = 40, wiec funkcja

¢ ma pochodna ¢'(2) = —% = —2 <01, z ciaglosci, ¢’ jest tez ujemna w poblizu,
2)+1,

- ma styczna o réwnaniu y = —3 - (z —
- jest wypukla (skad lezy powyzej tej stycznej) w poblizu, bo ¢"(2) = ... = 135 > 0).

Podobnie mozna zbadaé rozwiazanie tego réwnania w poblizu punktu (+/20, v/20).
(Nie ma ogdlnego sposobu znajdowania takich punktéw, trzeba je jako$ odgadnagé.)

2. Gdzie rozwiazanie réwnania x*+y3=2ry ma pozioma, styczna (réwnolegla do OX)?

Na pewno tam, gdzie (dla F(z,y) = 2® + y> — 2zy):

F Fl =0 3r2—2y =0 y=3x
Fl 7 e  F=0 o 24+ =2y & *+ (327)°=2:2(32%) &
F=0 F)#0 3y2—2¢ #0 £0

Stad w (% 2, % %) jest pozioma styczna. Z powyzszego nie wiadomo, co z (0, 0).

3. Znalezé ekstrema lolalne funkcji uwiktanej a2y + y* =5+ o*
Dla F(z,y) =2*y*+y*—5—a" mamy F,, = 2zy°~4a® F,)=y(2z*+4y?), F, =2y*122>
Punkty, w krytyczne (podejrzane) spelniaja uklad:

75/70 Fg’c:()
F’ S F=0 &
F=0 Fl #0

Badajac znak drugiej pochodnej = —
stremum lokalne ma f. uwiklana w poszczegdlnych punktach krytycznych:

e w (0,V/5) jest maksimum lokalne f. uwiklanej, (bo —% =-20<0)
e w (0, —+/5) jest minimum lokalne f. uwiktanej, (bo % = —2—8 > 0)

e w(1,v2) jest ...
o w(1,—2) jest oo,
oW ...

oW ...

y 4

UWAGA. Powyzej widaé linie 23 +y3 = 2xy. Podobny ksztalt ma linia 23 +y3 = 3xy.

Linia 2% + 93

Po = (_474)a P1

= 32y + 48 nie ma ’samoprzecieé’.

= (2,4), p2 = (=¥, (- V6)?).

Warto ja zbadaé¢ w punktach:

Jeszcze ciekawiej wygladaja, linie 2 + y3 = 3zy + p, przy p € [—1,0].




TWIERDZENIE 2. (o istnieniu funkcji uwiklanej)
Niech F : D — IR bedzie klasy C' w otoczeniu punktu pge D C IR®i niech F(po)=0.

Jesli Fl(pg) # 0, to istnieje otoczenie (ay, b1) X (az,ba) %X (¢,d) C D punktu pg

i funkcja ¢ : (a1,b1) % (az,b2) — (c,d) taka, ze

(%) F(z,9.2) =0 <= = = p(x,y), dia wszystkich (2,5, 2) € (ar, by)x(az, bo)x(c, ).
Fl(x,y,2 F(z,y,2)

M7 @;(xay):_zji7
Fi(z,y,2) Fi(z,y,2)
dla z=¢(z,y), (2,y) € (a1,b1) x (a2, b2).

Ponadto ¢! (z,y)=—

UWAGA. Z (*) wynika (**)  F(z,y,¢(z,y)) =0, dla (z,y) € (a1,b1) x (az, b2)
(ale (*) méwi wiecej!).

4. Znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z2+y?=16+zyz w (1,4, 2).
Dla F(x,y,z) = z°+y?*~16—zyz obliczamy F(z,y,z) = —yz, F)(z,y,2) = 2y — xz,
Fl(z,y,z) = 322 — zy. Poniewaz F/(1,4,2) =3-22 —1-4 =8 # 0, wiec w pewnym
otoczeniu punktu (1,4, 2) powierzchnia jest wykresem funkeji uwiklanej z = o(z,y).

Stad mamy ¢, (1,4) = gz = 1, ¢ (L4) = —g5mrg = -1,

skad dostajemy réwnanie pl. stycznej: z=2+1-(z—1) — %(y —4).

5. Powierzchnia P ma réwnanie 422 + Ty? + 722 + 8yz = 4ay + 42z + 3. Wiedzac,
ze P ma ksztalt elipsoidy, wyznacz jej punkt o najwiekszej zetowej wspdlrzednej.

Niech F(x,y,2) = 42% + Ty? + 722 — 4wy — 4wz + Syz — 3.

Mamy Fy (z,y, z) = 8v—4y—4z, F)(v,y,z) = 1dy—da+8z, F.(v,y,2) = 14z—4x+8y.
Uktad réwnan

F;(w,y,z) =0

T Fl(wy,z) Fl(x,y,2) =0 8r —4y —42=0
—?ygzi =0 Fy(z,y,2) =0 - 14y — 4z +82 =0
F(z,y,2)=0 F(z,y,2) =0 Az T2 +722 48y 2 — dwy+dzz+3
Fl(2,y,2) #0 Fi(@,9,2) 70 14z — 4z + 8y # 0

ma dwa rozwiazania p; = (ﬁ, —%, \/%)7 = (—ﬁ, %, — %) (zmudnie!).

-~

Dlaczego szukanym punktem jest p; = (ﬁ, —%, %)



SPEKULACJE (o istnieniu ukladu funkcji uwiklanych)

Niech dla i < n funkcje F;(z1,...,Zm,Y1,---,Yn) (N + m zmiennych; nieco dziwnie
nazwanych) beda C! w otoczeniu punktu p = (Z1,...,Zm,¥1,---,Jn). Niech ponadto
F;(p) =0, dla i < n. Innymi stowy: p jest jednym z rozwiazan uktadu n réwnan:

Fl(xla-~-a-r7n7y13-"ayn) =0
FZ(Ila--'axmvyla""yn) =0
(%) : o
Fn(x15-~-axm7y17"'vyn) =0

Jak wyglada pelne rozwiazanie? AM3 nie daje odpowiedzi, ale przy dodatkowych
zalozeniach podaje pewne informacje o rozwiazaniach w poblizu p.

Ponizej spekulacje pozwola postawié hipoteze (co do zalozen i tezy):
Wiemy, ze w poblizu p funkcje F; mozna przybliza¢ (hiper)-plaszczyznami stycznymi:
Fi(z1, Ty Y1y oy Yn) &

~ Fi(p)+ 55 (o1 —2) 4 oA o (2 —T) + T (g1 = 01) 4+ 5 (Yn— )

gdzie pochodne czastkowe sg liczone w p (wiec s STALE!). Zatem po prawej stronie
sa funkcje liniowe (dokladniej: afiniczne) zmiennych 1, ..., Tm, Y1, - -, Yn-

Teraz uklad (*) mozna prawie zastapi¢ przez ponizszy (cosik; sa stale!):

oF, OF, oF, OF, _ .
Ser Tt g Tt Gy + ...+ oy Un = cosik
(+4) gff~x1+...+gx%-xm+ggf~y1+... gfjjyn = cosiks
OF, OF, OF, OF, _ .
R S a R ol S A + ...+ Sy Yn = cosik,,

ktory jest uktadem n réwnaii liniowych (o n + m niewiadomych).

. C . OF, OF; OF;
GDYBY wiedzied, ze 91  Oyz " Oyn
DFl 8F1 aF‘l
Q) det Oyr  Oy2 " Oyn #0,
OF, OF, OF,
dy1r  Oy2 "' Oyn
to (z AL) wiemy, ze y1, ..., Yy, mozna wyrazi¢ przy pomocy pozostaltych zmiennych.

Powyzsze daje nadzieje, ze w poblizu p, gdy (©), to istnieja, funkcje ¢;(z1, ..., Zm)
takie, ze wszystkie rozwiaznia (*) tworza fragment wykresu funkcji F : R™ — R",

Fi(xy, .o Zm, p1(T1, o Tm)y oo (T, - o, Tn)
]:(xl,...,xm): :

Fo(z1, . o Ty 01(T1, o3 Tm)y ooy (@1, o oy Tm))



