
Analiza matematyczna 3. Lista 10.

1. Wyraź ca lki we wspó lrze
‘
dnych cylindrycznych i oblicz je.

a)
∫∫∫
A

x2 + y2 dV gdzie A jest wyznaczone przez pow. x2 + y2 = 1, z = 0, z = 4

b)
∫∫∫
B

z dV dla B = {(x, y, z) : x2+y2+z2≤1, x, y, z ≥ 0} c)
3∫
0

x∫
0

2∫
0

x dzdydx

d)
∫∫∫
D

y2 dV gdzie D jest wyznaczone przez pow. x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1

2. Wyraź ca lki jako ca lki iterowane w nowych podanych wspó lrze
‘
dnych (nie obliczaj ich)

a)
2∫
1

9∫
4

x
√
ydydx

{
x = u
y = v2 b)

∫∫
1 ≤ x+y ≤ 2
3 ≤ y−x ≤ 4

xydω
{

x = u−v
y = u+v c)

2∫
1

x2∫
0

ydydx
{

x=
√
u

y = v

3. Znajdź nowe wspó lrze
‘
dne, w których obszar ca lkowania jest ko lem o środku (0,0),

lub jego cze
‘
ścia

‘
i wyraź ca lki w nowych podanych wspó lrze

‘
dnych (nie obliczaj ich)

a)
∫∫

(x−3)2+(y−4)2≤9

xy dω b)
∫∫

(4x − 12)2 + 9y2 ≤ 4
y ≤ 0, x ≥ 3

xy dω c)
2∫
0

3
√
4−x2∫

−3
√
4−x2

xy dydx

4’. Oblicz: a)
∫∫

(x+5)2+4(2y+1)2≤9

xy dω b)
∫∫

(x+y)2+(2x+3y)2≤4

xy dω

4. Wyraź ca lki w nowych podanych wspó lrze
‘
dnych i oblicz je.

a)
3∫
2

√
25−x2∫

√
16−x2

xy dydx

{
s = x

t =
√
x2 + y2

b)
1∫
0

1−x∫
0

(x + y)10dydx

{
x = s cos2 t
y = s sin2 t

* * *

5. Uzasadnij, że przej́scie z uk l. sferycznego na kartezjański ma jakobian J = r2 sinφ.

6. Przedstaw ca lke
‘
I =

∫∫∫
V

x2 + y2 + z2 dV jako ca lke
‘

iterowana
‘
we wspó lrze

‘
dnych

a) cylindrycznych b) sferycznych c) kartezjańskich,

gdy V jest mniejsza
‘
z bry l ograniczonych pow. z =

√
3
√

x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 4.
Oblicz też wartość I.

* * *

7. Uzasadnij, że cia
‘
gi ak =

∫∫
[0,9k]×[0,kπ]

1
1+(x2+y2)2 dω, bn =

∫∫
x2+y2≤n2

x,y≥0

1
1+(x2+y2)2 dω :

a) sa
‘
rosna

‘
ce b) ∀

n
∃
k
ak > bn b’) ∀

k
∃
n

bn > ak c) lim
k→∞

ak = π2

8

8. Dla jakich wartości parametru p > 0 ca lka
∫∫

||(x,y)||≤1

1

(x2 + y2)p
dω jest zbieżna?

.

Uk lad sferyczny

Podpisuja
‘
c d lugości kresek za pomoca

‘
r, φ, θ otrzymujemy wzór

x = r sinφ cos θ, y = r sinφ sin θ, z = r cosφ
przekszta lcenia z ’nieskończonego pó l-prostopad lościanu’

0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0

(w uk ladzie Orφθ) na ca la
‘
przestrzeń IR3 (w uk ladzie Oxyz).

W tym przekszta lceniu obrazem prostoka
‘
ta: r = 0, 0 ≤ φ ≤ π,

0 ≤ θ ≤ 2π jest punkt (0, ..., ...), a obrazem prostoka
‘
ta r = 3,

0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π jest sfera o równaniu x2 + y2 + z2 = ....
Obrazem pó lprostej φ = π

4 = ϕ jest pó lprosta x = y = ...... ,
Inne przyk lady (strza lka → oznacza ’jest przekszta lcane na’):

-

6

�
�

�	x

y

z

θ

φ

r sinφ

r

(x,y,z)q

 x = r sinφ cos θ
y = r sinφ sin θ
z = r cosφ

φ = 0 → pó loś O..., φ = π
... → pow. stożka z =

√
x2 + y2, φ = π

2 → p l. z = ... ,
r ∈ ... → obszar 4 < x2 +y2 + z2 ≤ 9, r = 3 cosφ → kula x2 +y2 + (z− ...)2 ≤ ...,
r = −3 cosφ → kula x2 + y2 + (z − ...)2 ≤ ..., r = 4

cosφ → p laszczyzna z = ... .

Przyk lad. Dla różnicy kul V = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4} obliczamy:∫∫∫
V

z2 =
∫∫∫
V ′

r2 cos2 φ · r2 sinφ =
2π∫
0

(
π∫
0

(
2∫
1

r4 cos2 φ sinφ dr

)
dφ

)
dθ = ... = 124

15 π.


