
Analiza matematyczna 3. Lista 11.

1. Oblicz ca lki krzywoliniowe nieskierowane:
∫
A

|x|+y ds, A = {(x, y) : x2+y2 = 1},∫
B

x(arctg y)7 ds, B={(x, x2) : |x| ≤ 1},
∫
C

x+y ds, C={(x, y) : x2+y2 = 2x+4y},∫
D

ds
x2 , D = A ∩ ([ 12 , 2] × IR),

∫
E

y√
4x2+1

ds, E = {(x, x2) : −1 ≤ x ≤ 2},
∫
E

x ds,∫
F

x + y + z ds, F = odcinek  la
‘
cza

‘
cy punkty (1, 2, 3) i (6, 5, 4),

∫
F

xyz ds

2. Oblicz ca lki powierzchniowe a)
∫∫

S
x dS, gdzie S = [0, 1]3 \ (0, 1)3

b)
∫∫

2x+4y+2z=8
x,y,z≥0

xz dS c)
∫∫

x2+y2+z2=4
x,y,z≥0

yz dS, d)
∫∫

(x+y)2+z2=1
x,y,z≥0

√
1−(x+y)2

1+(x+y)2 dS

e)
∫∫

z=x2+y2, x,y∈[0,1]

xydS f)
∫∫
P

x2+y2dS, P ={(x, y, x3−3xy2) : x2+y2 ≤ 1}

g)
∫∫
W

y + x2dS, gdy W jest powierzchnia
‘
boczna

‘
walca x2 + y2 = 9, 0 ≤ z ≤ 4

* * *

3. Niech K = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0}. Znajdź mase
‘
K, gdy ge

‘
stość w

punkcie (x, y, z) jest równa a) odleg lości (x, y, z) od p laszczyzny z = 0
b) kwadratowi odleg lości (x, y, z) od p laszczyzny z = 0

3’. Niech K = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0} oraz L = K ∩ ({0} × IR × IR).
Znajdź mase

‘
L, gdy ge

‘
stość w punkcie (x, y, z) jest kwadratem odleg lości (x, y, z)

x) od osi OX y) od osi OY z) od osi OZ xy) od p laszczyzny z = 0

4. Zak ladaja
‘
c, że ge

‘
stość jest sta la, znajdź środek masy a) {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1−x2}

b) pó lokre
‘
gu b’) pó lkola b”) pó lkuli b’’’) pó lsfery c) stożka

UMOWA. Poniżej ’wyznacz’ oznacza ’zapisz jako ca lke
‘

iterowana
‘

lub sume
‘

ca lek

iterowanych’. Niektóre z tych ca lek można obliczyć ’do końca’ – które?

5. Wyznacz środek masy powierzchni bocznej stożka (o wysokości H i promieniu
podstawy R), gdy ge

‘
stość (powierzchniowa) jest kwadratem odleg lości:

a) od podstawy b) od wierzcho lka c) od środka wysokości

5’. Wyznacz energie
‘

kinetyczna
‘

powierzchni z zadania 5., gdy kre
‘
ci sie

‘
wokó l

wysokości w tempie 7 obrotów na sekunde
‘
.

6. Wyznacz mase
‘

piramidy o wysokości 3 i podstawie 2× 2, jeżeli ge
‘
stość jest

proporcjonalna
a) do kwadratu odleg lości od wierzcho lka i w środku podstawy jest równa 7
b) do sześcianu odleg lości od podstawy i w (górnym) wierzcho lku jest równa 1.

.

Ścia
‘
ga. Niech figura B ⊂ IR2 ma ge

‘
stość powierzchniowa

‘
ρ = ρ(x, y).

Wspó lrze
‘
dne jej środka masy S = (Sx, Sy) wyrażaja

‘
sie

‘
wzorami

Sx = 1
M

∫∫
B

x·ρ(x, y) dω, Sy = 1
M

∫∫
B

y ·ρ(x, y) dω, gdzie masa M =
∫∫
B

ρ(x, y) dω.

Analogiczne sa
‘
wzory na środek masy S bry ly B ⊂ IR3 o ge

‘
stości ρ = ρ(x, y, z).

Ścia
‘
ga. Dla n=1..8 cia

‘
g an =

π
2∫
0

cosnx dx jest równy
(
1, π

4 ,
2
3 ,

3π
16 ,

8
15 ,

5π
32 ,

16
35 ,

35π
256

)
.


