
Analiza matematyczna 3. Lista 12.

0. Oblicz ’na palcach’:
∫

(1,1)(9,2)

(1, 4) ◦ dr⃗,
∫

brzeg[0,1]2
(1, 4) ◦ dr⃗,

∫
x2+y2=4

(x, y) ◦ dr⃗

1. Oblicz ca lki krzywoliniowe skierowane∫
A
F⃗ ◦ dr⃗, dla F⃗ (x, y) = (2x+ 3y, 4x+ 5y), gdzie A – odcinek od (0, 1) do (3, 3)∫

B
(x2 + y)dx + (x− y)dy, B – cze

‘
ść paraboli y2 = x od (1,−1) do (1, 1)∫

Γ

F⃗ ◦dr⃗, dla: F⃗ (x, y) = (y, x) lub F⃗ (x, y) = (−y, x), lub F⃗ (x, y) = (y2, x2),

gdy Γ to: c) odcinek od (0, 1) do (2, 2) d) okra
‘
g x2+ y2 =4 d’) o śr. (0,2)

2. Wznacz prace
‘
potrzebna

‘
do przeniesienia 1kg pokonuja

‘
c pole si l F⃗ = [x2−y, xy, zz]

wzd luż linii y2 = 8x, z = 1 od punktu A(0, 0, 1) do punktu B(2, 4, 1).

3. Oblicz ca lke
‘
, gdy Γ jest krzywa

‘
g ladka

‘
skierowana

‘
od A do B :

a)
∫
Γ

(πx + y) dx + (x−
√

2y) dy , A = (0, 1), B = (2, 3)

b)
∫
Γ

(ex + y) dx + (x + 2y) dy , A = (0, 1), B = (u, v)

c)
∫
Γ
y dx + (x + z) dy + y dz , A = (−1, 1, 0), B = (3, 4, 5)

d)
∫
Γ

(cosx+2yz)dx+(sin y+2xz)dy+(z+2xy)dz, A = (0, 0, 0), B = (π, π, π−1)

4. Oblicz ca lke
‘

∫
K

F⃗ ◦ dr⃗, gdzie K jest brzegiem Ω skierowanym przeciwzegarowo i:

a) F⃗ = (P,Q) gdzie P = xex
2+y2

, Q = yex
2+y2

oraz Ω = {(x, y) : 4x2+9y2 ≤ 1}

b) F⃗ (x, y) = (2xy, 2sin y + x2), Ω = {(x, y) : x2 ≤ y ≤ 1}

c) F⃗ (x, y) = (y2 − y, (x + y)2), Ω = [−1, 1]2 c’) Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 2x}

d) F⃗ = (0, xy), Ω = {(x, y) :x2+y2≤1 , x, y≥ 0} d’) Ω = {(x, y) :x4+y4≤1}

e) F⃗ = ( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2 ), Ω = [−1, 1] × [1, 4] e!) Ω = {(x, y) :x2+ y2≤ R2}

f) F⃗ = 1
||(x,y)|| (−y, x), Ω={(x,y) :1≤x2+y2≤4, y≥0} f !) Ω={(x,y) :x2+y2≤9}

5. Zastosuj wzór Greena do obliczenia ca lek (krzywe sa
‘
skierowane przeciwzegarowo)

a)
∮

x2+5y2=17

x2021e2022ydx + x2022e2022ydy b)
∮

x2020+y2022=1

e(x+y)7dx + e(x+y)7dy

6. Niech K =
{

(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0
}

, M = {(x, y) : y = |x| − 1, x ∈ [−1, 1]},
L = [−1, 1] × {0}, oznaczaja

‘
krzywe skierowane od (1, 0) do (−1, 0).

Oblicz
∫
K
P dx + Q dy i

∫
M

P dx + Q dy wiedza
‘
c, że

a) Q′
x−P ′

y = 6 i
∫
L
P dx+Qdy = 2 b) Q′

x−P ′
y = x17 i

∫
L
P dx+Qdy =

√
2

Poniższe zadania można zrobić ’sprytnie’; niemal nic nie rachuja
‘
c. Spróbuj

7. Okre
‘
gi D,E i ich sumy A,B,C sa

‘
skierowane od S do S, jak pokazano poniżej.

Pole F⃗ = (P,Q) jest takie, że ∂Q
∂x − ∂P

∂y = y + 6 + x9. Oblicz:
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A B C D E∫
A

F⃗ ◦ dr⃗ = ...
∫
B

F⃗ ◦ dr⃗ = ...
∫
C

F⃗ ◦ dr⃗ = ...
∫
D

F⃗ ◦ dr⃗ = ...
∫
E

F⃗ ◦ dr⃗ = ...

8. Oblicz ca lki krzywoliniowe nieskierowane

a)
∫
A

ln ((x− 2)2 + y2) ds b)
∫
A

y +
√

2 ds c)
∫
C

x + y(x4 + 1) ds

dla okre
‘
gu A o środku (2,0) i promieniu 2 oraz odcinka C o końcach (0,0),(0,2)

* * *

Ścia
‘
ga.

Poniżej w każdej linii jest poje
‘
cie i jego różne (typowe) oznaczenia:

• pole wektorowe: F⃗ , F⃗ (x, y), (P,Q), (P (x, y), Q(x, y))

• parametryzacja krzywej Γ: r⃗, ⃗r(t), (x(t), y(t)), (xt, yt), (x, y),

• ca lka skierowana:
∫
Γ

F⃗ ◦dr⃗,
∫
Γ

(P,Q)◦dr⃗,
∫
Γ

Pdx+Qdy,
∫
Γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Tw. Gdy r⃗ : [a, b] → Γ, r⃗ = (x(t), y(t)) jest g ladka
‘
parametryzacja

‘
 luku Γ, to∫

Γ

P (x, y) dx + Q(x, y) dy =
b∫
a

P (x(t), y(t)) · dx
dt + Q(x(t), y(t)) · dy

dt dt .

Tw. Gdy F⃗ = grad f i r⃗ : [a, b] → Γ jest g ladka
‘
parametryzacja

‘
 luku Γ, to∫

Γ

F⃗ ◦ dr⃗ = f(r⃗(b)) − f(r⃗(a)) .

Twierdzenie Greena. Niech K be
‘
dzie krzywa

‘
p laska

‘
skierowana

‘
dodatnio (prze-

ciwzegarowo) ograniczaja
‘
ca

‘
obszar Ω ’bez dziur’ i niech F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

be
‘
dzie polem wektorowym określonym na Ω, gdzie P , Q sa

‘
klasy C1. Wtedy∫

K

Pdx + Qdy =
∫∫
Ω

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dω .


