
Analiza matematyczna 3. Lista 8.

1. Które ca lki można obliczyć bez rachunku ca lkowego? a)
∫∫

[0,1]2
2x + 3y dω

b)
∫∫

[0,1]2
e[x+y] dω c)

∫∫
[−1,1]2

e[x+y] dω d)
∫∫

[0,1]2
x2y3 dω e)

∫∫
[−1,1]2

x2y3 dω

f)
∫∫

x2+y2≤1

x2y3 dω g)
∫∫

x2+y2≤1

√
x2 + y2 dω h)

∫∫
[−1,1]2

|x + y| dω

2. Niech ωn oznacza podzia l P =[0, 1]2 na n2 przystaja
‘
cych kwadratów (n parzyste).

(i) Oblicz (sprytnie) sumy dolne sωn
, sumy górne Sωn

i porównaj z
∫∫
P

f(x, y) dω dla

a) f(x, y) = [y2] b) f(x, y) = {2y} c) f(x, y) = y2 d) f(x, y) = x+y

(ii) Oblicz (sprytnie) różnice
‘
Sωn

− sωn
i lim

n→∞
Sωn

− sωn
dla

e) f(x, y) = [y
√

2] f) f(x, y) = πx+ey g) f(x, y) = ey h) f(x, y) = ex+y5

* * *

3. Oblicz ca lki iterowane (podaj ca lki podwójne/potrójne, z których powsta ly).

a)
4∫
2

7∫
3

xydxdy b)
2∫
1

x+1∫
x−1

xydydx c)
6∫
4

2∫
1

3∫
2

xyzdxdydz d)
1∫
0

2z∫
z

y∫
0

yz2dxdydz

4. Zapisz
∫∫
A

y dω jako ca lke
‘

iterowana
‘
i oblicz, gdy A = obszar ograniczony przez linie

a) |x| = 2, |y| = 1 b) y = x2, y = x+6 c) y = x4, y = x3 d) x+(y−1)2 = 1, x = 0

5. Zmień kolejność ca lkowania i oblicz (prostsza
‘
wersje

‘
). z)

2π∫
0

e∫
1

(sin y)x1/xdxdy

a)
3∫
2

√
y∫

0

x3 dxdy b)
2∫
1

y∫
1

xy dxdy c)
1∫

−1

1−|y|∫
|y|−1

x+y2 dxdy d)
2∫
1

x2∫
2−x

1 dydx

e)
1∫
0

3
√
x∫

x2

6x+y dydx f)
2∫

−2

4−x2∫
0

y+2 dydx g)
2∫
0

4−x2∫
0

3x dydx h)
2∫
1

5∫
3

9∫
6

z dxdydz

6. Oblicz:

a)
∫∫
L

xy dω, gdy L jest trójka
‘
tem o wierzcho lkach (0, 0), (1, 1), (2,−1)

b)
∫∫
T

ex dω, T - trapez o wierzcho lkach (0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 0)

c)
∫∫
R

|x2 − y| dω, R = [0, 1] × [0, 1]

d)
∫∫
K

x dω, gdy K jest ko lem ośrodku (3, 4) i promieniu 2. (Można sprytnie :)

Przyk lad. (jak w zadaniu 3.)
6∫
0

1∫
0

xy + yex dxdy =
6∫
0

(
1∫
0

xy + yexdx

)
dy =

6∫
0

[
1
2x

2y + yex
]1
0
dy =

=
6∫
0

y
(
e− 1

2

)
dy =

[
1
2y

2
(
e− 1

2

)]6
0

= 18
(
e− 1

2

)
= 18e− 9

6∫
0

1∫
0

xy + yex dxdy =
∫∫

[0,1]×[0,6]

xy + yex dω


