ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LisTA 13.

1. Oblicz catki krzywoliniowe nieskierowane: [ |z|+y ds, A = {(z,y) : 2*+y? = 1},
A
z(arctgy)” ds, B={(z,2?) : |z| <1}, [z+yds, C={(z,y): 2*+y? = 2z+4y},
c

J

B

[%, D=AnN(32] xR), ds, E={(z,2%) :-1<z <2}, [xds,
D B

Y
Ef Vaz2+1

= odcinek (1,2, 3)(6,5,4),

Jx—y—=zds, [ Z%ds, G ={(x,2x,2z): z € [0,2]}
F G

2. Oblicz catki powierzchniowe — a) [[4 xdS, gdzie S =0,
by [ wsds o ff  yeds, @ [

1P\ (0, 1)
2z+4y+22=8 22 +y?422=4 (z4y)*+2°=1

—(z+y)?
V T 48
z,y,220 x,y,22>0 z,y,z2>0

e) If £) [[22+42dS, P={(z,y,3—2x+2y) : 2,y € [0,5]}
z=x2+4y2, z,y€[0,1] P

xydS

g) [[y+2%dS, gdy W jest powierzchnia boczna walca 2% +y* =9, 0 < z < 2
1%

X 3k Xk

3. Niech K = {(z,y,2) : 22 +y?> + 22 =9, 2 > 0}. Znajdz mase K, gdy gestoé¢ w
punkcie (z,y, z) jest rtéwna  a) odleglosci (z,y, z) od plaszczyzny z = 0
b) kwadratowi odlegtosci (z,y, z) od plaszczyzny z = 0

3°. Niech K = {(z,y,2) : 2?2 +y*+22=9, 2> 0} oraz L = KN ({0} x R x R).
ZnajdZz mase L, gdy gestos¢ w punkcie (z,y, z) jest kwadratem odleglosci (x, y, z)

x) odosiOX y) odosiOY z) odosi OZ xy) od plaszczyzny z =0

4. Zakladajac, Ze gestosé jest stata, znajdz srodek masy a) {(z,y): 0 <y < 1—z?}

b) pélokregu  b’) pdtkola  b”) pdtkuli  b’*?) pdlsfery

UMOWA. Ponizej 'wyznacz’ oznacza ’zapisz jako calke iterowana lub sume calek
iterowanych’. Niektére z tych calek mozna obliczy¢ ’do konca’ — ktore?

5. Wyznacz mase powierzchni bocznej stozka o wysokosci H i pr. podstawy R, gdy
gestos$é (powierzchniowa) jest kwadratem odleglodei:

a) od podstawy  b) od wierzchotka  ¢) od $rodka wysokosci

5’.  Wyznacz energie kinetyczna powierzchni z zadania 5., gdy kreci sie wokdt
wysokosci w tempie 7 obrotéw na sekunde.

6. Wyznacz mase piramidy o wysokos$ci 3 i podstawie 2 x 2, jezeli gestos¢ jest
proporcjonalna

a) do kwadratu odlegtosci od wierzchotka i w $rodku podstawy jest réwna 3

b) do szescianu odleglosci od podstawy i w (gérnym) wierzchotku jest réwna 5.

(P)oprpowIEDZI do niektérych zadaii z listy 13.
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Dla n=1..8 ciag a,= [ cos"z dz jest réwny (
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3. a)27r  b) bdrw
3.x) 21t y) Ir z) Tr xy
4. a) (0,2) odl od érodka: b) 2R b’) ;R b”) 2R b)) iR
5. a) sTH?RVR2+ H?>  b) ¢nRVR?+ H? (3R* 4+ H?)
a) 2mH?R®* VR?+ H>  b) £7°R® VR? + H? (10R? + H?)
6. a) 116 b) 1

g) 547 ('na palcach’)

Sc1acA. Niech figura B € IR? ma gestosé powierzchniowa, p = pz,y).
Wspéhrzedne jej Srodka masy S = (S, Sy) wyrazaja sie wzorami

Sy = ﬁ [zp(z,y)dw, S, = ﬁ [y-p(z,y) dw, gdzie masa M= [[ p(z,y) dw.
B B B
Analogiczne sa, wzory na srodek masy S bryly B C IR? o gestosci p = p(x,y, 2).

UWAGA.
Przy liczeniu srodka masy, dosé czesto wystarczy liczy¢ tylko jedng wspélrzedna,
pozostala(e) bywaja oczywiste (z symetrii zbioru i whasnosci gestosci).



