
Analiza matematyczna 3. Lista 15.

1. Oblicz pole cze
‘
ści wspólnej stożków Λ1,Λ2 (H =R = 1), które ’stoja

‘
’ na p lasz-

czyźnie z = 0 i których środki podstaw sa
‘
w odleg lości 1. Odp.
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2

)
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2. Oblicz pole powierzchni i obje
‘
tość cze

‘
ści wspólnej dwóch kul o promieniach R.

3. Oblicz obje
‘
tość bry ly Vk, gdy: Wsk. |V |obj =

∫∫∫
Vk

1 dV =
∫ 3

0

( ∫∫
???

1 dω
)
dz

ak) Vk = {(x, y, z) : x, y∈
[
0, ( z

3 )k
]
, z∈ [0, 3]}, dla k=4 Wsk. dla k∈{0, 1, 2}

bk) Vk = {(x, y, z) : x2+y2 ≤( z
3 )k, z ∈ [0, 3]} dla k∈{0, 2, 1}

ck) Vk = {(x, y, z) : (x−cos( z
32π))2+(y−sin( z

32π))2 ≤( z
3 )k, z ∈ [0, 3]}, dla k=0, 2

4. Niech V = {(x, y, z) : (x− z
3 )2+y2 ≤( z

3 )2, z ∈ [0, 3]} (pochy ly stożek).
Uzasadnij, że p laszczyzna z = 3x dzieli V na bry ly o równych obje

‘
tościach.

Czy te
‘

w lasność ma każda p laszczyzna zawieraja
‘
ca punkty (0, 0, 0), (1, 0, 3)?

* * *

5k (kliny). P laszczyzna z = x rozcina Uk na dwie cze
‘
ści; mniejsza

‘
oznaczmy Vk dla

U1 = {(x, y, z) : x2+y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}, U2 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−
√
x2 + y2}.

Wyznacz: (tj. zapisz jako ca lke
‘

iterowana
‘
lub sume

‘
ca lek iterowanych):

a) obje
‘
tość Vk b) pole pow. Vk c)  la

‘
czna

‘
d lugość ’krawe

‘
dzi’ Vk

d) mase
‘
Vk, gdy ge

‘
stość jest sześcianem odl. od osi OX d’) od p l. x = 1

2
e) energie

‘
kinetyczna

‘
Vk kre

‘
ca

‘
cego sie

‘
wokól osi x = 1

2 , y = 0 w sta lym tempie
siedmiu obrotów na sekunde

‘
, gdy ge

‘
stość jest sześcianem odleg lości od osi OX.

6k. Powtórz zad.5k, gdy zamiast z=x weźmiemy p laszczyzne
‘
x = 1

3 .

* * *

Powtórka. Drzewiej bywa lo (na egzaminach). Oczywíscie by ly też ca lki.

P0. Niech f(x, y)=sin(x2+y3), g(x, y)=sin(x2 ·y3), h(x, y) = x4 · |y|.

a) Podaj f ′′
xy(x, y) = . . . −6xy2 sin(x2 + y3)

b) Podaj g′′xy(x, y) = . . . 6xy2 cos(x2y3) − 6x3y5 sin(x2y3)

c) Dziedzina
‘
h′
x jest zbiór . . . IR2

d) Dziedzina
‘
h′
y jest zbiór . . . IR × (IR \ {0}) ∪ {(0, 0)}

P1. Zbadaj istnienie granicy funkcji f, g, h w punkcie p0 = (0, 0), gdzie

f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
, g(x, y) =

x2 + y2

x4 + y4
, h(x, y) =

x3 − y3

x4 + y4
. Uzasadnij odpowiedź.

P2. Niech l oznacza prosta
‘
w przestrzeni opisana

‘
równaniem (x−1)2 +(y−4)2 = 0.

P laszczyzny styczne do powierzchni z+xy = x3+y w punktach (0, 1, 1), (−1,−2,−5)
wycinaja

‘
z prostej l odcinek. Znajdź jego d lugość.

P3. Linie: x2 + 2y2 = 3 i y5 + 3xy2 + 2x3 = 4 przecinaja
‘
sie

‘
w punkcie (1,−1).

Pod jakim ka
‘
tem?

P4. Znajdź wszystkie punkty, w których cia
‘
g la jest funkcja:

f(x, y) =

{
(ex

2y3

− 1)x−2 dla x ̸= 0

2y3 − 5y2 + 6y dla x = 0
g(x, y) =

{
(ex

3y2

− 1)x−3 dla x ̸= 0

2y3 + y2 − 6y dla x = 0

P5. Dla funkcji f : D → IR określonej (tylko) na zbiorze D = [−2, 3]× [−1, 4] podaj
wszystkie punkty z D, w których f osia

‘
ga maksima lokalne, gdy

a) f(x, y) = x2 − y3 Odp.: . . . (−2,−1), (3,−1)

b) f(x, y) = x2 − y2 Odp.: . . . (−2, 0), (3, 0)

c) f(x, y) = x2y2 Odp.: . . . (−2,−1), (−2, 4), (3,−1), (3, 4)

d) f(x, y) = (x + y)2 Odp.: . . . (−2,−1), (3, 4)

P6. Wyznacz wartość najwie
‘
ksza

‘
i najmniejsza

‘
f-cji f(x, y) = x2 + 2x− 8− y2 + 4y

określonej na [−3, 3]2. Podaj wszystkie punkty, w których te wartości sa
‘

przyj-
mowane.

P7. Wyznacz najmniejsza
‘
i najwie

‘
ksza

‘
wartość funkcji f(x, y) = 3x+4y+5(x2+y2)

na zbiorze Z =
{

(x, y) : x4 + 2x2y2 + y4 = x2 + y2
}

. Wyznacz wszystkie punkty, w
których te wartości sa

‘
przyjmowane.

P8. Znajdź kres górny i kres dolny wartości funkcji f przy podanych warunkach i
znajdź wszystkie argumenty, w których te kresy sa

‘
przyjmowane, gdy:

a) f(x, y) = x2y gdy x2 + (y − 1)2 ≤ 1 .

b) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 gdy x2 + y2 = z i x + y = 1 .

P9. Wyznacz wartość najmniejsza
‘

i wartość najwie
‘
ksza

‘
(o ile istnieja

‘
) funkcji

f(x, y) = |x2 + y2 − 25| + 3x + 4y na zbiorze W =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 102
}

.
Wyznacz wszystkie punkty, w których te wartości sa

‘
przyjmowane.

P10. Znajdź równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni

x3y + y3z4 = 7 + x + y + z w punkcie A = (2, 1,−1).

Znajdź punkty przecie
‘
cia tej p laszczyzny z osiami uk ladu wspó lrze

‘
dnych.

Odp.: z = 11
5 x + 2y − 37

5 , przecie
‘
cia z osiami: (0, 0,− 37

5 ), ( 37
11 , 0, 0), (0, 37

10 , 0).


