
Analiza matematyczna 3. Wskazówki i rozwia
‘
zania niektórych zadań z Listy 8.

1. Wyznacz wartość najmniejsza
‘
i najwie

‘
ksza

‘
funkcji przy podanych warunkach.

a) f(x, y) = 2x2 + y2 + 2y − 3

Rozwia
‘
zanie. Ponieważ f(x, y) = 2x2 + y2 + 2y − 3 = 2x2 + (y + 1)2 − 4, wie

‘
c

inf
IR2

f = 2 ·02+02−4 = f(0,−1)=−4 oraz sup
IR2

f = +∞, bo f(n, 0) = 2n2−3
n→∞−→ +∞.

a”) f(x, y) = 2x2 + y2 + 2y − 3 gdy x2 + y2 ≤ 4

Rozwia
‘
zanie. Niech g(x, y) = x2 + y2 − 4 i W = {(x, y) : g(x, y) ≤ 0}.

0o. W jest ko lem, czyli zbiorem ograniczonym i domknie
‘
tym, wie

‘
c z tw. Weierstrassa

f osia
‘
ga kresy na W .

1o. Punkty kryt. we wne
‘
trzu W :{

4x = 0
2y + 2 = 0

{
x = 0
y = −1

i ten punkt p1 = (0,−1) leży w wne
‘
trzu ko la W .

2o. Punkty kryt. na brzegu W (tu ∇g = [2x, 2y] ̸= 0⃗, wie
‘
c stosujemy mnożn. L.):4x = λ · 2x

2y + 2 = λ · 2y
x2 + y2 − 4 = 0

⇒

{x = 0
02 + y2 =4

lub

λ = 2
2y + 2 = 2 · 2y
...

⇒
({

x = 0
y=±2

lub

{
y = 1

x =±
√

3

)
Sta

‘
d na brzegu W sa

‘
4 p. kryt.: p2 =(0, 2), p3 =(0,−2), p4 =(

√
3, 1), p5 =(−

√
3, 1).

3o Z 0o, 1o, 2o, wśród wartości f w 5 p. kryt. znajdziemy w. najw. i najmniejsza
‘
:

f(0,−1)= −4
||

inf f [W ]

, f(0, 2)=5, f(0,−2)=−3, f(
√

3, 1)= 6
||

sup f [W ]

=f(−
√

3, 1).

b) f(x, y) = x3 + x2 + y2/3 gdy x2 + y2 ≤ 36

Wsk.: Punkty krytyczne na okre
‘
gu: (±6, 0), (0,±6), (−4

9
,±10

√
29

9
).

d) f(x, y) = 16 − x2 − 4y2 gdy x4 + 2y4 ≤ 1

Wsk.: Punkty krytyczne na brzegu: (±1, 0), (0,± 1

21/4
), (± 1√

3
,

√
2√
3

), (± 1√
3
,−

√
2√
3

).

e) f(x, y) = xy gdy x2 + y2 = 32

Rozwia
‘
zanie. Warunek opisuje okra

‘
g W = {(x, y) : x2 + y2−32 = 0}, czyli zbiór

ograniczony i domknie
‘
ty, wie

‘
c z tw. Weierstrassa f |W osia

‘
ga swe kresy. Wne

‘
trze W

jest puste. Gradient warunku [2x, 2y] ̸= 0⃗ na W , wie
‘
c zastosujemy mnożniki L.:y = λ · 2x

x = λ · 2y
x2+ y2 = 32

⇒

x = 0
y = 0
02+02 =32

lub

λ = y
2x

x = y
2x · 2y

x2+ y2 =32

⇒
{
x2 = y2

2x2 =32
⇒
({

x = 4
y=±4

lub

{
x=−4
y =±4

)
Sta

‘
d mamy cztery p.kryt.: (4,4), (4,−4), (−4, 4), (−4,−4).

Odp.: inf f [W ] = −16 = f(4,−4)=f(−4, 4), sup f [W ] = 16 = f(4, 4)=f(−4,−4).

.



f) f(x, y) = 4x2 + y3 + 3y + 7 gdy 2x2 + 3
2y

2 = 3
2

Odp. inf{f(x, y) : 2x2 + 3
2y

2 = 3
2} = −4 = f(0,−1),

sup{f(x, y) : 2x2 + 3
2y

2 = 3
2} = 4 = f(0, 1).

g”) Wsk. badać najpierw funkcje
‘
f̂(x, y) = x2+y4. inf f |x2+y3=1 = f(±

√
37
8 , 3

4 )

h) f(x, y) = x2 + (y + 1)2 + 3 gdy x2 + y2 = π

Rozwia
‘
zanie. Dla punktów okre

‘
gu mamy: f(x, y) = x2+(y+1)2+3 = 2y+4+π i

−
√
π≤y≤

√
π, wie

‘
c inf
x2+y2=π

f =−2
√
π+4+π=f(0,−

√
π), sup

x2+y2=π

f =2
√
π+4+π=f(0,

√
π).

2. Wyznacz wartość najmniejsza
‘
i najwie

‘
ksza

‘
funkcji przy podanych warunkach.

a) f(x, y, z) = x + y + 3z gdy x2 + y2 = 1 i x− y + z = 1

Wsk. p. kryt. ( 1√
5
, −2√

5
,
√
5−3√
5

), (−1√
5
, 2√

5
, 3+

√
5√

5
)

a”) f(x, y, z) = x + y + 3z gdy x2 + y2 = z2 i x− y + z = 1

Wsk. p. kryt. (0,− 1
2 ,

1
2 ), (2,− 3

2 ,−
5
2 )

c) f(x, y, z) = xyz gdy x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0

Rozwia
‘
zanie. Warunki opisuja

‘
okra

‘
g W (przecie

‘
cie sfery i p laszczyzny), czyli

zbiór zwarty, wie
‘
c z tw. Weierstrassa f |W osia

‘
ga swe kresy. Gradienty warunków:

[2x, 2y, 2z], [1, 1, 1] sa
‘

liniowo zależne tylko gdy x = y = z, a takich punktów nie
ma w W. Zatem można użyć metody mnożników Lagrange’a:
yz = λ2x + µ
xz = λ2y + µ
xy = λ2z + µ
x + y + z = 0
x2+y2+z2 =1

⇒


z(x− y)=λ2(y− x)
x(y− z)=λ2(z− y)
x + y + z = 0
x2+y2 + z2=1

⇒


x = y
x + x + z = 0
2x2+(−2x)2=1

lub


λ=− z

2
x(y− z)=(− z

2 )2(z− y)
...
...



⇒


x = y
x = ± 1√

6

z = −2x

lub

y = z
...
...

lub

x = z
...
...

, czyli mamy 6 p. krytycznych, dla których:

f( 1√
6
, 1√

6
,− 2√

6
) = f(− 2√

6
, 1√

6
, 1√

6
) = f( 1√

6
,− 2√

6
, 1√

6
) = − 2

6
√
6

= inf
W

f ,

f(− 1√
6
,− 1√

6
, 2√

6
) = f( 2√

6
,− 1√

6
,− 1√

6
) = f(− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
) = 2

6
√
6

= sup
W

f .

c’) f(x, y, z) = xyz gdy xy + yz + xz = − 1
2 , x + y + z = 0

Rozwia
‘
zanie. Ponieważ (x+y+z)2=x2+y2+z2+2(xy+yz+xz), wie

‘
c zad.c’ = zad.c.

.



e) f(x, y, z) = y3 + xz2 gdy x2 + y2 + z2 = 1

Rozwia
‘
zanie. Warunek opisuje sfere

‘
W, czyli zbiór ograniczony i domknie

‘
ty, wie

‘
c z

tw. Weierstrassa f osia
‘
ga kresy na W w pewnych punktach spe lniaja

‘
cych uk lad:

z2 = λ2x
3y2 = λ2y
2xz = λ2z
x2+y2+z2 =1

analizuja
‘
c

II i III równ.

y = 0
z=0 lub x=λ
...

lub

λ = 3
2y

z=0 lub x= 3
2y

...



y = 0
z=0
x=±1

lub

y = 0
z2 = 2x2

3x2 = 1
lub


λ = 3

2y
z=0
02 =3yx
...

lub


λ = 3

2y
x= 3

2y
z2 = 3

2y · 2( 3
2y)

9
4y

2+y2+ 9
2y

2 =1

 ska
‘
d


y=0
z=0
x=±1

lub


y = 0

z=±
√
2√
3

x= 1√
3

lub


y = 0

z=±
√
2√
3

x=− 1√
3

lub

z=0
x=0
y=±1

lub

z=0
y=0
x=±1

lub


x= 3√

31

z=± 3
√
2√

31

y= 2√
31

lub


x= −3√

31

z=± 3
√
2√

31

y= −2√
31


Dalej wystarczy porównać wartości f w tych 12 punktach. Mamy:

f(±1, 0, 0) = 0,
∣∣∣f(− 1√

3
, 0,±

√
2√
3
)
∣∣∣ = f( 1√

3
, 0,±

√
2√
3
) = 2

3
√
3
< 1, f(0,±1, 0) =±1,∣∣∣f( −3√

31
, −2√

31
,±3

√
2√

31
)
∣∣∣ = f( 3√

31
, 2√

31
,±3

√
2√

31
) = 8

31
√
31

+ 3√
31
· 1831 = 2√

31
<1.

Zatem inf
W

f = −1 = f(0,−1, 0) i sup
W

f = 1 = f(0, 1, 0).

.


