ANALIZA MATEMATYCZNA 3. Wskazéwki i rozwiazania niektérych zadan z Listy 8.

1. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji przy podanych warunkach.
a) flz,y)=22"+y*+2y -3

Rozwigzanie. Poniewaz f(z,y) = 222 +y* + 2y — 3 =222 + (y + 1)? — 4, wiec

inf f = 2:02+0%4 = f(0,—1)=—4 oraz sup f = +o0, bo f(n,0) = 2n*-3 =3 nop % 4oo0.

R IR?

a”) flz,y) =222 +y* +2y -3 gdy a® +y* <4
Rozwiazanie. Niech g(z,y) = 2> +y? —41 W = {(z,y) : g(z,y) < 0}.
0°. W jest kotem, czyli zbiorem ograniczonym i domknietym, wiec z tw. Weierstrassa
f osiaga kresy na W.

1°.  Punkty kryt. we wnetrzu W:

dr = 0 z = 0 . - .
{2y+2 — 0 {y _ i ten punkt p; = (0, —1) lezy w wnetrzu kota W.

2°.  Punkty kryt. na brzegu W (tu Vg = [2z,2y] # 0, wiec stosujemy mnozn. L.):
dr =)\ 2x

z=0 A=2 z=0 y=1
U +2=X-2y = - lub< 2y +2=2-2y|= . lub a
e CRV LT Rt o (v ey

Stad na brzegu W sa 4 p. kryt.: po=(0,2), p3=(0,-2), pa=(v/3,1), ps=(=/3,1).
3° 7 0°,1°,2° wéréd wartosci f w 5 p. kryt. znajdziemy w. najw. i najmniejsza;
FO-1)= -4, f(0,2)=5, f(0,-2)==3, f(V3.1)= 6 =f(v31).
inf F17) sup SV
b) f(z,y) =23 +22+y?/3 gdy 2%+ y* <36

10\/
WsK.: Punkty krytyczne na okregu: (£6,0), (0, £6), (—
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d) f(x,y)=16—22—4y?> gdy 2*+2y* <1
WSsK.: Punkty krytyczne na brzegu: (£1,0), (0,

e) flz,y) ==y gdy 2°+y* =32
Rozwigzanie. ~ Warunek opisuje okrag W = {(x,y) : 2% + y?>—32 = 0}, czyli zbiér

ograniczony i domkniety, wiec z tw. Weierstrassa f|w osiaga swe kresy. Wnetrze W
jest puste. Gradient warunku [2z,2y] # 0 na W, wiec zastosujemy mnozniki L.:

).

y=A\-2x z=0 /\—y 2 _ .2 _
r=A:2 =[fy=0 lubquz= Qi 2y ;»{;’x;_%?;»({m ! b{ _ﬁ)
22+ 9y%=32 0%4+0%2=32 +y2=32 -

Stad mamy cztery p.kryt.: (4,4), ( 4), (—4,4), (—4,—4).

ODP.: inf f[W] = —16 = f(4, —4) = f(—4,4), sup f[W] = 16 = f(4,4) = f(—4, —4).



f) flz,y) =4a® + 9> +3y+7 gdy 222+ %y2 =
Opp. inf{f(z,y):22% + 3y =3} = -4 = f(0
L9211 3,2 "3y _
sup{f(z,y) : 207 + 59" = 3} =
g”) WskK. badaé najpierw funkcje f(x,y) =22 +yt inf fleeq s = f(:l:@, %)
h) f(zy)=2?+(y+1)°+3 gdy 2 +y* =7

Rozwigzanie. — Dla punktéw okregu mamy: f(z,y) = 2?4+ (y+1)2+3 = 2y+4+7i
—V/m<y</m, wige 2+i—n£ f==2ymtdtm=f(0,—/7), supf=2y/mttr=[f(0,/7).
r24y2=m

24y2=m
2. Wyznacz warto$¢ najmniejsza, i najwigksza funkcji przy podanych warunkach.
a) flz,y,2)=z+y+3z gdy 2’ +¢y’=11iz—-y+z=1

1 -2 +5-3 -1 2 3+5
WsK. p. kryt. (%,%,7), (%7ﬁ’ NG )

a”) f(x’y7z):x+y+3z gdy $2+y2:Z2 i x_y+z:1
WsK. p. kryt. (0,—1,1), (2,—-3,-2)
c) flz,y,2)=ayz gdy a*+y?+22=1, a+y+2=0

Rozwigzanie. Warunki opisuja okrag W (przeciecie sfery i plaszczyzny), czyli
zbiér zwarty, wiec z tw. Weierstrassa f|w osiaga swe kresy. Gradienty warunkdéw:
[2x,2y,2z], [1,1,1] sa liniowo zalezne tylko gdy © = y = z, a takich punktéw nie
ma w W. Zatem mozna uzy¢ metody mnoznikéw Lagrange’a:

z= N2z + B
JL‘y:>\2Z—|—ILL = x(y—z):/\Q(z—y) = .TZ-FQL‘—FZZO lub x(y—z):(—g)Q(z—y)
rtyt+z—0 |5Tures0 222+ (—2z)%=1
2 +y?+22=1 iy 2=l

r=y Y=z =2z
=|T= :tﬁ lub lub , czyli mamy 6 p. krytycznych, dla ktérych:
z=—2x

c’) f(x,y,2) =zyz gdy wy+yz+az= _%a r+y+z=0
Rozwigzanie. Poniewaz (v+y+2)?=2?+y*+224+2(xy+yz+x2), wiec zad.c’ = zad.c.



e) f(z,y,2) =y’ +x2* gdy 2°+y°+2°=1

Rozwigzanie. Warunek opisuje sfere W, czyli zbiér ograniczony i domkniety, wiec z
tw. Weierstrassa f osiaga kresy na W w pewnych punktach spelniajacych uklad:

2 _
§y27=>\/2\92:y analizujac y=0 A= %y 3
9rr — A2z 13 11T rown. 2=01lubz=A lub ¢ 2=01Iubz=3y
22424 22=1
_ 3 -3
y=0 y=0 i‘:ozy ;_fy
=0 lub {22=122%1ub { >, b { Y5 2% skad
r=+1 322 = 1 0%=3yx 2* =2y 25y
Sy +y*+ Y =1
y=0 y=0 y=0 2=0 2=0 x:% x:_—?i
2=0 lub{ z=+¥%2lub{ 2=+*2 lub{ =0 lub{ y=0 lub z:if;/—g%lub =22
r==+1 T="r T=-—p y==+1 r==+1 Y= Y=o
Dalej wystarczy porownac wartosci f A tych 12 punktach Mamy:
fE1,0,0) =0, |f( ,Oif = Oif =_2_ <1, £(0,4£1,0)==+1,
V3 V3 3f
3v2y| _ 3f 8 3 .18 _ _2
’fr r’i ‘ (57 rvir) stvat T var e = var < b

Zatem inf f = —1 —f(O —1,0) i supf=1=f(0,1,0).
w w



