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1. Niech D oznacza równoleg lobok o wierzcho lkach (3, 0), (5, 0), (2, 3), (0, 3).
Dla n ∈ IN be

‘
dziemy rozważać różne podzia ly ωn zbioru D (na ’d lugie paski’).

Dla funkcji f : D → IR podaj różnice
‘

sumy górnej i sumy dolnej dla podzia lu
ωn zbioru D, gdzie:

a) f(x, y) = (x + y)2 i podzia l ωn wyznaczaja
‘
linie postaci y = i

n , i ∈ ZZ

Sωn − sωn =. . .

b) f(x, y) =
√
y i podzia l ωn wyznaczaja

‘
linie postaci y = i

n , i ∈ ZZ

Sωn − sωn =. . .

c) f(x, y) = (x+y)2 i podzia l ωn wyznaczaja
‘
linie postaci y = −x+ j

n , j ∈ ZZ

Sωn − sωn =. . .

d) f(x, y) =
√
y i podzia l ωn wyznaczaja

‘
linie postaci y = −x + j

n , j ∈ ZZ

Sωn − sωn =. . .

2. Zapisz ca lke
‘

iterowana
‘
podaja

‘
c granice ca lkownia (uważaj na kolejność!):

a’) dla czworościanu C o wierzcho lkach (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 5)∫∫∫
C

g(x, y, z) dω =
b∫
a

d∫
c

f∫
e

g(x, y, z) dz dy dx (w uk l. kartezjańskim)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . . e =. . . f =. . .

a”) dla czworościanu C o wierzcho lkach (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 5)∫∫∫
C

g(x, y, z) dω =
b∫
a

d∫
c

f∫
e

g(x, y, z) dx dy dz (w uk l. kartezjańskim)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . . e =. . . f =. . .

b’)
∫∫

x2 + y2 ≤ 52

y
√

3 ≥ x ≥ 0

g(x, y) dω =
b∫
a

d∫
c
g(x, y) dy dx (w uk l. kartezjańskim)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . .

b”)
∫∫

x2 + y2 ≤ 52

y
√

3 ≥ x ≥ 0

g(x, y)dω =
b∫
a

d∫
c
g(r cosφ, r sinφ)·rdrdφ (w uk l. biegunowym)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . .

c’) dla zbioru C punktów (x,y) ko la o środku (52 ,0) i pr. 52 , dla których x+y≤0

∫∫
C
g(x, y) dω =

b∫
a

d∫
c

g(x, y) dy dx (w uk l. kartezjańskim)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . .

c”)dla zbioru C punktów (x,y) ko la o środku (52 ,0) i pr. 52 , dla których x+y≤0

∫∫
C
g(x, y) dω =

b∫
a

d∫
c

g(r cosφ, r sinφ) · r dr dφ (w uk l. biegunowym)

a =. . . b =. . . c =. . . d =. . .



3. Niech S = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 3 − x2 − y2} . Znajdź takie p ∈ IR,
że plaszczyzna z = p dzieli S na dwie cze

‘
ści o jednakowych obje

‘
tościach.

(Przedstaw pe lne rozwia
‘
zanie.)

. . .

()
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Prosze
‘

o samodzielna
‘
prace

‘
, bez elektroniki. (Punktacja: 13+13+14p.)

‘Podaj’ = ‘podaj, bez uzasadnienia’, po uproszczeniu do ‘eleganckiej’ postaci.

Tu jest miejsce na cia
‘
g dalszy rozwia

‘
zania zadania 3.


