AMS3, k6, (A)

1. Zapisz calke iterowana podajac wyrazenia a,b,c,d, e, f (uwazaj na kolejnosé!)  c¢) dla zbioru C = {(z,y,2) : |y| <2 <3 A 0< 2z <2z}

. ’ . . . b df
a) dla kuli A o $rodku (0,0,5) i promieniu 3 o) fff oy, 2 dw = [ [ [ g(z,y,2)dzdydz  (w ukl. kartes.)
bdf ace
’ Y, 2) dw = Ly, 2)dzdyd kt. kartezj.
) f£fg(xyz)w C{Ef!g(myz)zy:c (v uld. kartez;.) a=0 b=3 c=—x d=z e=0 f=2x

a=-3 b=3 c¢=—-V32-22 d=v3-22 e=5-—32—a%2—9y?

f=5++32—22—92 bdf

) [ff g(x,y,2)dw = [ [ [g(x,y,2z)dydezdz (w ukl kartezj.)
() ace

a”) fffgxy, a=20 b=2-3 c=

!
Jg(rcosp,rsing,h)-rdhdrdp (w ukl cylindr.)
e

||
S —
0 —a,

a=0 b=2r ¢=0 d=3 e=5—-V32—-r2 [f=5+v32—-1r2

bdf
) [ g(x,y,z)dw = [ [ [ g(rcose,rsinp, h)rdhdrde (ukt cylindr.)
bdf s s 3
a’?) fff g(x,y,z)dw = [ [ [g(rcosp,rsing,h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) a=-—7 b=17 c=0 d= %7 e=0 f=2rcosyp

@=5-3 b=54+3 =0 d=2r =0 f 32— (h=5) d) dla zbioru D bedacego czescia wsp6lna dwéch kul o srodkach w (0,0,-4)
iw (0,0,4) i jednakowych promieniach 6
b) dla stozka B o wierzch. w (0,0,5), srodku podstawy w (0,0,1) i pr. podstawy 3 bdf
bd s d) [[f g(z,y,2)dw= [ [ [g(z,y,2z)dzdydx (w ukl kartezj.)
. D ace
b’) fff 9(@,y,2)dw = [ [ [g(x,y,z)dzdydx  (w ukl kartez].)
ace VT b=V =722 —22 d=+2— 22— 22

a=-3b=3c=—V3 22 d=vVF 2% e=1 f=5-1 /a7 7 e=4-V0 a2y’ f=—4+ V62 —a? —y?
bdf . bd.f : .
b”) fff g(x,y, 2z = [ [ [g(rcosg,rsing,h)-rdhdrde (w ukl cylindr.) d”) fgf 9(z,y,2z)dw = [ [ [ g(rcosp,rsing, h)rdhdrdp (uki. cylindr.)
a:o b:27‘(‘ C:O d:3 e:l f:5_%74 a:Ob:2ﬂ-c:0d:\/62_42624_\/62_T2f:_4+\/62_’r2
bdf bdf _
b)) [[[ g(z,v, = [[[g(rcosp,rsing, h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) d’”’) fff 9(z,y,2 = [ [ g(rcosp,rsinp, h)rdrdpdh (ukl cylindr.)
B ace ace

a=1 b=5 c=0 d=2m e=0 f=06-h: a=4-6 b=6-4 ¢

0 d=2r e=0 [f=,/62—(|h]+4)?



AMS3, k6, (A)

2 Niech S = {(z,y,2):0< 2z <5—2? —y?}. Znajdz takie p € IR, ze
powierzchnia z = p(x?+y?) dzieli S na dwie czesci o jednakowych objetoéciach.

0

(Przedstaw pelne rozwiazanie.) Prosze o samodzielna prace, bez elektroniki. (Punktacja: zad 1. 12x3p.)
Odp.: p = 1. ‘Podaj’ = ‘podaj, bez uzasadnienia’, po uproszczeniu do ‘eleganckiej’ postaci.
'Gérna’ czeéé jest ograniczona od géry przez wykres funkceji z = 5—a2—1y?2, Tu jest miejsce na ciag dalszy rozwiazania zadania 2.

a od dotu przez z = p(x?+y?), zatem jej objetosé
Vo = [f (5-2% —y*) — (p(a®+y?)) dw ,
T
gdzie T jest rzutem na pl. z = 0 przekroju S z owg powierzchnig,.

Brzeg T dostajemy przyréwnujac prawe strony w z = 5-x2—2 i z = p(z*y?).

Stad 22 4+ y? = 2, wiec T jest kolem o $rodku (0,0) i promieniu

5 5
1+p’ Ttp

Przechodzac do ukl. biegunowego:

2#\/@
Vp = fo (5—2? —y?) — (p(2*+y?)) dw = g’ g‘ (5—(1+p)r2)-r drdy

V/5/(1+p)
:277"(5-%7‘2—(1—1—]))'%7‘4)0 =

52
T

B}

By dokoriczyé¢ zadanie zauwazmy, ze dla p = 0 otrzymujemy objetosé S.
Zatem wystarczy rozwiaza¢ réwnanie

_ 1
V=1V
: T, 52 _ 52
Cth 5@—

1.z,
22 170"
Skad odpowiedz: p = 1.



AMS3, k6, (B)

1. Zapisz calke iterowana podajac wyrazenia a, b, c,d, e, f (uwazaj na kolejnosé!)

a) dla kuli A o $rodku (0,0,7) i promieniu 5

bdf
a’) [[[ g(z,y,2)dw= [ [ [g(z,y,2)dzdydx  (w ukl kartez].)
A ace
a=-5 b=5 c=—VH2—-22 d=+52-a2 e=T7-—/5%—a%—9y?
f=T4+ /52— 22 — 2
bdf
a”) fff g(x,y,z)dw = [ [ [g(rcosg,rsing,h)-rdhdrde (w ukh cylindr.)
a=0 b=2r ¢=0 d=5 e=T—Vb2—-r2 [f=T7T+52—1r?
bdf
a’?) fff g(x,y,z)dw = [ [ [g(rcosp,rsing,h)-rdrdedh (w ukl cylindr.)
a=7-5 b=745 ¢=0 d=2r e=0 [f=.52—(h-7)

b) dla stozka B o wierzch. w (0,0,7), srodku podstawy w (0,0,1) i pr. podstawy 5

bdf
b”) fff g(z,y, z) dw C{!!g(w,y, z)dzdydxr  (w ukl kartezj.)

a=-5b=5c=—V52—a2 d=vV52—22 e=1 f=T7— \/m
bdf

b”) fff g9(z,y, 2 = [[[g(rcosp,rsinp,h)-rdhdrdey (wukl cylindr.)

a=0 b=2r c=0 d=5 e=1 f=1-%r

0 —a,
® -
=2
S
(@)
@)
7
5
3
@.
B
5
>
S~—
<
=N
3
QU
S
L
>

e=0 f=(1-h2

(w ukl. cylindr.)

c) dla zbioru C = {(z,y,2) : |y <x <5 A 0< 2z <2z}

bdf
c’) fff g(x,y,2)dw = [ [ [g(x,y,2)dzdydx (w ukl kartezj.)
a=20 b=5 c=—z d=z e=0 f=2z

bdf
c”) fgf 9(z,y, 2) dw = ({.([.efg(xayvz) dy dx dz

a=0 b=2-5 c=1z d=5

g(rcos,rsinp, h)rdhdrdyp (ukh cylindr.)

0 —a,
® -

s _ _ 5
4 c=0 d_cosga

e=0

a=—

f=2rcosyp

ENE

d) dla zbioru D bedacego czescia wsp6lna dwéch kul o srodkach w (0,0,-5)
iw (0,0,5) i jednakowych promieniach 7

bdf
&) [ff g(z,y,2)dw= [ [ [g(z,y,2)dzdydz (w ukb kartezj.)
D ac e

VTR b=VTT -5 c=

= VP22 d=T 5 47
e=5— /1% — a2 —y?

b
[ g(rcose,rsinp, h)rdhdrde (ukh cylindr.)

O —a,

@) ] gl 2) o~ f

=0b=2rc=0d=V72=52e=5—- VT2 —1r2f=—-5+72 -2
bdf
d”’) fff g(z,y, 2 = [ [ [g(rcosq,rsing, h)rdrdpdh (ukl cylindr.)
a=5-=7 b=7-5 ¢=0 d=21 e=0 f=/7—(]h|+5)?



AMS3, k6, (B)

2 Niech S = {(z,y,2):0< 2 <7—2?—y?}. Znajdz takie p € IR, ze
powierzchnia z = p(x?+y?) dzieli S na dwie czesci o jednakowych objetoéciach.

0

(Przedstaw pelne rozwiazanie.) Prosze o samodzielna prace, bez elektroniki. (Punktacja: zad 1. 12x3p.)
Odp.: p = 1. ‘Podaj’ = ‘podaj, bez uzasadnienia’, po uproszczeniu do ‘eleganckiej’ postaci.
'Gérna’ czeéé jest ograniczona od gory przez wykres funkcji z = 7—a?—1y?2, Tu jest miejsce na ciag dalszy rozwiazania zadania 2.

a od dotu przez z = p(x?+y?), zatem jej objetosé
Vp = [[ (T—2® —y*) = (p(a®+y?)) dw
T
gdzie T jest rzutem na pl. z = 0 przekroju S z owg powierzchnig,.

Brzeg T dostajemy przyréwnujac prawe strony w z = 7—x2—2 i z = p(z*y?).
7

Stad z2 + y> = -, wiec T jest kolem o érodku (0,0) i promieniu T

T+p’
Przechodzac do ukl. biegunowego:

2#\/@
Vp = fo (7—2? —y?) — (p(2*+y?)) dw = g’ g‘ (T—(1+p)r2)-r drdy

7‘4) V7/(1+p)
0

:277"(7-%7‘2—(1‘1‘]))'%

72
Tt -

B}

By dokoriczyé¢ zadanie zauwazmy, ze dla p = 0 otrzymujemy objetosé S.
Zatem wystarczy rozwiaza¢ réwnanie

_ 1
V=1V
: T, 72 _ 72
Cth 5@—

1.z,
22 110"
Skad odpowiedz: p = 1.



AMS3, k6, (C)

1. Zapisz calke iterowana podajac wyrazenia a,b,c,d, e, f (uwazaj na kolejnosé!)  c¢) dla zbioru C = {(z,y,2) : |y| <2 <3 A 0< 2z <2z}

. ’ . . . b df
a) dla kuli A o $rodku (0,0,7) i promieniu 3 o) fff oy, 2 dw = [ [ [ g(z,y,2)dzdydz  (w ukl. kartes.)
bdf ace
’ Jy,2) dw = y,2)dzdyd K. kartez.
) f£fg(xyz)w C{Ef!g(myz)zy:c (v uld. kartez;.) a=0 b=3 c=—x d=z e=0 f=2x

a=-3 b=3 c¢c=—-V32-22 d=v3-22 e=T7-3%2—-a%2—9y?

[=T+V32—a?—y? bdf

) [ff g(x,y,2)dw = [ [ [g(x,y,2z)dydezdz (w ukl kartezj.)
() ace

bdf _ _ _ 1 _ _ _
a”) fff g(z,y,2)dw= [ [ [g(rcosp,rsinp,h)-rdhdrdp (wukh cylindr.) a=0 b=2-3 ¢=3% d=3 e=- f=z
a=0 b=2r ¢=0 d=3 e=7—-V32—-1r2 [f=74+V3—12 bdf
) [ g(x,y,z)dw = [ [ [ g(rcose,rsinp, h)rdhdrde (ukt cylindr.)
an) fff bdf . . . a= -1 b=1T c=10 d = 3 e=0 fZZTCOS
g(x,y,z)dw = [ [ [g(rcosp,rsing,h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) 1 1 cos o ®

e=T7-3 b=74+3 =0 d=2 =0 f 3= (h=T) d) dla zbioru D bedacego czescia wsp6lna dwéch kul o srodkach w (0,0,-4)
iw (0,0,4) i jednakowych promieniach 7
b) dla stozka B o wierzch. w (0,0,7), srodku podstawy w (0,0,1) i pr. podstawy 3 bdf
bd s d) [[f g(z,y,2)dw= [ [ [g(z,y,2z)dzdydx (w ukl kartezj.)
. D ace
b’) fff 9(@,y,2)dw = [ [ [g(x,y,z)dzdydx  (w ukl kartez].)
ace VIR b=V =V -22 d=yTP -2 22

a=-3b=3c=—V3F 22 d=VF 2% e=1 f=T-T1/aPyyF =4V -2y’ f=—4+VT—a?—y?
bdf . bd.f : .
b”) fff g(x,y, 2z = [ [ [g(rcosg,rsing,h)-rdhdrde (w ukl cylindr.) d”) fgf 9(z,y,2z)dw = [ [ [ g(rcosp,rsing, h)rdhdrdp (uki. cylindr.)
a=0 b=2r c=0 d=3 e=1 f:7_%r a=00=2rc=0d=VT?—42e=4—VT?—1r2f=—44+T? - 12
bdf bdf _
b)) [[[ g(z,v, = [[[g(rcosp,rsing, h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) d’”’) fff 9(z,y,2 = [ [ g(rcosp,rsinp, h)rdrdpdh (ukl cylindr.)
B ace ace

a=1 b="7 c=0 d=2r e=0 f=(7-h)2 a=4-7 b=T7-4 c=0 d=21 e=0 [f=7"—(|h]+4)



AMS3, k6, (C)

2 Niech S = {(z,y,2):0< 2 <7—2?—y?}. Znajdz takie p € IR, ze
powierzchnia z = p(x?+y?) dzieli S na dwie czesci o jednakowych objetoéciach.

0

(Przedstaw pelne rozwiazanie.) Prosze o samodzielna prace, bez elektroniki. (Punktacja: zad 1. 12x3p.)
Odp.: p = 1. ‘Podaj’ = ‘podaj, bez uzasadnienia’, po uproszczeniu do ‘eleganckiej’ postaci.
'Gérna’ czeéé jest ograniczona od gory przez wykres funkcji z = 7—a?—1y?2, Tu jest miejsce na ciag dalszy rozwiazania zadania 2.

a od dotu przez z = p(x?+y?), zatem jej objetosé
Vp = [[ (T—2® —y*) = (p(a®+y?)) dw
T
gdzie T jest rzutem na pl. z = 0 przekroju S z owg powierzchnig,.

Brzeg T dostajemy przyréwnujac prawe strony w z = 7—x2—2 i z = p(z*y?).
7

Stad z2 + y> = -, wiec T jest kolem o érodku (0,0) i promieniu T

T+p’
Przechodzac do ukl. biegunowego:

2#\/@
Vp = fo (7—2? —y?) — (p(2*+y?)) dw = g’ g‘ (T—(1+p)r2)-r drdy

7‘4) V7/(1+p)
0

:277"(7-%7‘2—(1‘1‘]))'%

72
Tt -

B}

By dokoriczyé¢ zadanie zauwazmy, ze dla p = 0 otrzymujemy objetosé S.
Zatem wystarczy rozwiaza¢ réwnanie

_ 1
V=1V
: T, 72 _ 72
Cth 5@—

1.z,
22 110"
Skad odpowiedz: p = 1.



AMS3, k6, (D)

1. Zapisz calke iterowana podajac wyrazenia a,b,c,d, e, f (uwazaj na kolejnosé!)  c¢) dla zbioru C = {(z,y,2) : |y| <2 <3 A 0< 2z <2z}

. ’ . . . b d f
a) dla kuli A o $rodku (0,0,6) i promieniu 3 o) fff oy, 2 dw = [ [ [ g(z,y,2)dzdydz  (w ukl. kartes.)
bdf ace
’ dw = dzdyd kt. kartezj.
) JIJ 9(@.y,2)do = [ [ [ glw.y,2)dzdydr (wuld. artez].) 00 b3 e PR e—0 Foo

a=-3 b=3 c¢c=—-V32-22 d=v3-122 e=6—-32—a%2—9y?2

f=6++32—22—9y2 bdf

) [ff g(x,y,2)dw = [ [ [g(x,y,2z)dydezdz (w ukl kartezj.)
() ace

a”) fffgxy, a=20 b=2-3 c=

f
g(rcosg,rsing, h)-rdhdrd w ukt. cylindr.
2 ¥ 2
e

||
S —
0 —a,

a=0 b=2r ¢=0 d=3 e=6—V32—-1r2 [f=6+v32—12

bdf
) [ g(x,y,z)dw = [ [ [ g(rcose,rsinp, h)rdhdrde (ukt cylindr.)
bdf s s 3
a’?) fff g(x,y,z)dw = [ [ [g(rcosp,rsing,h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) a=-—7 b=17 c=0 d= %7 e=0 f=2rcosyp

@=6-3 b=64+3 =0 d=2r =0 f 3= (h=6) d) dla zbioru D bedacego czescia wsp6lna, dwéch kul o srodkach w (0,0,-6)
iw (0,0,6) i jednakowych promieniach 7
b) dla stozka B o wierzch. w (0,0,6), srodku podstawy w (0,0,1) i pr. podstawy 3 bdf
bd s d) [[f g(z,y,2)dw= [ [ [g(z,y,2z)dzdydx (w ukl kartezj.)
. D ace
b’) fff 9(@,y,2)dw = [ [ [g(x,y,z)dzdydx  (w ukl kartez].)
ace V@ b=V =6 c=—VTP-62—22 d=\T2— 62— a2

a=-3b=3c=—-V32—-22d=vV3—-22e=1 f=6- \/:UQ—i-y e=6— T —a%—y? f==6+ V7 —a?—y
bdf . bd.f : .
b”) fff g(x,y, 2z = [ [ [g(rcosg,rsing,h)-rdhdrde (w ukl cylindr.) d”) fgf 9(z,y,2z)dw = [ [ [ g(rcosp,rsing, h)rdhdrdp (uki. cylindr.)
a:o b:27‘(‘ C:O d:3 e:l fZG_%T a:Ob:2ﬂ-c:0d:\/72_62626_\/72_T2f:_6+\/72_’r2
bdJ bdf _ .
b)) [[[ g(z,v, = [[[g(rcosp,rsing, h)-rdrdedh (w ukl cylindr.) d’”’) fff 9(z,y,2 = [ [ g(rcosp,rsinp, h)rdrdpdh (ukl cylindr.)
B ace ace

a=1 b=6 c=0 d=2r e=0 f=6-hgy a=6-7 b=7-6 c=0 d=2r e=0 [f=T7"—(|h[+6)*



AMS3, k6, (D)

2 Niech S = {(z,y,2):0< 2z <6 —2? —y?}. Znajdz takie p € R, ze
powierzchnia z = p(x?+y?) dzieli S na dwie czesci o jednakowych objetoéciach.

0

(Przedstaw pelne rozwiazanie.) Prosze o samodzielna prace, bez elektroniki. (Punktacja: zad 1. 12x3p.)
Odp.: p = 1. ‘Podaj’ = ‘podaj, bez uzasadnienia’, po uproszczeniu do ‘eleganckiej’ postaci.
'Gérna’ czeéé jest ograniczona od géry przez wykres funkceji z = 6 —a2—1y?2, Tu jest miejsce na ciag dalszy rozwiazania zadania 2.

a od dotu przez z = p(x?+y?), zatem jej objetosé
Vp = [f (6-2% —y*) — (p(a®+y?)) dw ,
T
gdzie T jest rzutem na pl. z = 0 przekroju S z owg powierzchnig,.

Brzeg T dostajemy przyréwnujac prawe strony w z = 6—x2—2 i z = p(z*y?).

Stad 22 + y? = & wiec T jest kolem o $rodku (0,0) i promieniu

6 6
1+p’ T+p

Przechodzac do ukl. biegunowego:

2#\/6/(17+p)
Vp = fo (6—2? —y?) — (p(2*+y?)) dw = g’ g‘ (6— (1+p)r2)-r drdy

V6/(1+p)
:277"(6-%7‘2—(1—1—]))'%7‘4)0 =

62
T -

B}

By dokoriczyé¢ zadanie zauwazmy, ze dla p = 0 otrzymujemy objetosé S.
Zatem wystarczy rozwiaza¢ réwnanie

_ 1
V=1V
: T, 62 _ 62
Cth 5@—

1.z,
22 170"
Skad odpowiedz: p = 1.



