
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 10b
∫∫
P

f

Przyk lad 0. Niech f(x, y) = x2, P = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x, x ∈ [0, 1]} i n ∈ IN.

a) Linie postaci y = k
n · x, k ∈ ZZ wyznaczaja

‘
podzia l ω′

n zbioru P , dla którego:

• sup f [Pi] = ...... dla każdego Pi ∈ ω′
n

• inf f [Pi] = ...... dla każdego Pi ∈ ω′
n

ska
‘
d

sω′
n

= ............ Sω′
n

= ............

i NIC z tego nie mamy; różnia
‘
sie

‘
bardzo!

b) Linie postaci x =
√

k
n , k ∈ ZZ wyznaczaja

‘
podzia l ω′′

n zbioru P , dla którego:

• pole Pk = ...... dla każdego Pk ∈ ω′′
n

sta
‘
d

sω′′
n

= ............ Sω′′
n

= ............

ska
‘
d∫∫
P

x2 dω = lim
n→∞

Sω′′
n

= ......

* * *

Twierdzenie. Jeśli f(x, y) jest cia
‘
g la na zwartym P , to jest ca lkowalna na P ,

tzn.
∫∫
P

f =
∫∫
P

f , ca lka dolna i górna sa
‘
równe.

Ponadto, jeśli ωn jest cia
‘
giem coraz drobniejszych podzia lów P , tzn. takim, że

najwie
‘
ksze średnice ich elementów sa

‘
zbieżne do 0, to

lim
n→∞

sωn
= lim
n→∞

σωn
= lim
n→∞

Sωn
=
∫∫
P

f .

Powyższe twierdzenie pozwala  latwo dowodzić twierdzeń takich, jak poniższe:

Tw.
a) Jeśli ............ , to

∫∫
P

f(x, y) + g(x, y) dω = ............

b) Jeśli ............ , to
∫∫
P

π · f(x, y) − e · g(x, y) dω = ............

c) Jeśli ............ , to
∫∫
A∪B

f(x, y) dω = ............

d) Jeśli ∀x,y f(x, y) = −f(−x, y), to
∫∫

[−2,2]×[−3,3]

f(x, y) dω = ............

e) Jeśli ............ , to ............

Spostrzeżenia.

• Sω − sω =

(∑
i

sup
Pi

f · |Pi|
)
−
(∑

i

inf
Pi

f · |Pi|
)

=
∑
i

(sup
Pi

f − inf
Pi

f) · |Pi|.

• Gdy wszystkie elementy podzia lu maja
‘
to samo pole |Pi| = p,

to Sω − sω = p ·
∑
i

(sup
Pi

f − inf
Pi

f).

• Gdy na wszystkich elementach podzia lu jednakowa jest różnica sup
Pi

− inf
Pi

= c,

to Sω − sω = c ·
∑
i

|Pi| = c · |P |.



Twierdzenie. (o zamianie ca lki podwójnej na iterowana
‘
)

Niech P = {(x, y) : φ(x) ≤ y ≤ ψ(x), x ∈ [a, b]}, gdzie φ(x), ψ(x) sa
‘
f-cjami cia

‘
g lymi

takimi, że φ(x) ≤ ψ(x) dla x ∈ [a, b]. Wtedy dla funkcji f(x, y) cia
‘
g lej na P mamy∫∫

P

f(x, y) dω =
b∫
a

(
ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy

)
dx .

Powyższe twierdzenie ma też wersje
‘

dualna
‘
. Uzupe lnij za lożenia:

Twierdzenie. (o zamianie ca lki podwójnej na iterowana
‘
)

Niech Q = { ......
...... ∫∫

Q

f(x, y) dω =
d∫
c

(
δ(y)∫
γ(y)

f(x, y)dx

)
dy .

Teraz już można stosować rachunek ca lkowy:

Przyk lady.

a) Niech T oznacza trójka
‘
t o wierzcho lkach: (0,0), (1,0), (2,0). Wtedy∫∫

T

3(x+ y)2 dω =
1∫
0

(
2x∫
...

3(x+ y)2 dy

)
dx =

1∫
0

(
(x+ y)3

)2x
... dx =

=
1∫
0

(x+ 2x)3 − (x+ ...)3 dx =
1∫
0

19x3 dx = 19 · 1
4 (14 − 04) = 19

4 .

Można też inaczej (zmieniaja
‘
c granice w ca lce iterowanej):∫∫

T

3(x+ y)2 dω =
2∫
0

(
1∫

y/2

3(x+ y)2 dx

)
dy =

2∫
0

(
(x+ y)3

)1
y/2

dy =. . . . . . . . .= 19
4 . 2

b) Oblicz
∫∫
P

xy dω, gdzie P ograniczaja
‘
linie: y =

√
x, y = 0, x = 1.

Pierwiastek nieco niepokoi, zatem może wygodniej jest przedstawić to tak:∫∫
P

xy dω =
1∫
0

(
1∫
y2
xy dx

)
dy =

1∫
0

(
1
2x

2y
)1
y2
dy = 1

2

1∫
0

y − y5 dy = 1
2 ( 1

2 − 1
6 ) = 1

6 . 2

c) Oblicz
∫∫
K

y dω, gdzie K jest ko lem o środku (3, 0) i promieniu 3.

∫∫
P

y dω =
6∫
0

+
√

9−(x−3)2∫
−
√

9−(x−3)2

y dy

 dx =
6∫
0

(
1
2y

2
)+√9−(x−3)2

−
√

9−(x−3)2
dx =

=
6∫
0

1
2

(
(9 − (x− 3)2) − (9 − (x− 3)2)

)
dx =

6∫
0

0 dx = 0.

Zero?! Czy to można by lo ’przewidzieć’? Tak, por. Lista 2. 2

.



d) Dla czworościanu C o wierzcho lkach (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 6) mamy:

∫∫∫
C

x2 dω =
1∫
0

(
3−3x∫
0

(
6−6x−2y∫

0

x2 dz

)
dy

)
dx =

(
w wewne

‘
trznym nawiasie

x2 jest jak sta la

)
=

1∫
0

(
3−3x∫
0

x2 · (6 − 6x− 2y) dy

)
dx =

(
zatem mnożymy x2

przez d lugość przedzia lu

)

=
1∫
0

(
3−3x∫
0

6x2 − 6x3 − 2x2y dy

)
dx =

=
1∫
0

(
6x2(3 − 3x) − 6x3(3 − 3x) − x2((3 − 3x)2 − 02)

)
dx = żmudnie!

ale  latwo!

= 9
1∫
0

x4 − 2x3 + x2 dx = 9 · ( 1
5 · 15 − 2 · 1

4 · 14 + 1
3 · 13) = 3

10 (ufff!)

Ta
‘
sama

‘
ca lke

‘
potrójna

‘
można inaczej zamienić na ca lke

‘
iterowana

‘
, np.:

∫∫∫
C

x2 dω =
6∫
0

(
1−z/6∫

0

(
3−3x−z/2∫

0

x2 dy

)
dx

)
dz = ......

nie ma co liczyć
wyjdzie tyle samo

Można jeszcze inaczej:∫∫∫
C

x2 dω =
3∫

...

( ......∫
...

( ......∫
...

x2 dz

)
dx

)
dy = ...... A jeszcze inaczej? Tak! 2

e) Poniższa ca lka iterowana

2∫
1

(
2x∫
x

(
x2+y2∫

0

x2 dz

)
dy

)
dx =

2∫
1

(
2x∫
x

x4 + x2y2 dy

)
dx =

=
2∫
1

x4(2x− x) + 1
3x

2(8x3 − x3) dx =
2∫
1

10
3 x

5 dx = 10
3·6 (26 − 16) = 35

jest równa ca lce potrójnej∫∫∫
V

x2 dω, gdzie V = {(x, y, z) : x ∈ [1, 2] ∧ x ≤ y ≤ ... ∧ 0 ≤ z ≤ ...... };

mówia
‘
c ’proza

‘
’: V jest bry la

‘
pod paraboloida

‘
z = x2 + ...... leża

‘
ca

‘
nad trapezem

o wierzcho lkach (1, 1, 0), (2, 2, 0), (2, ..., 0), (1, ..., ...). 2

.


