ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKLADU 10B [[ f
P

PRzZYKEAD 0. Niech f(z,y) =2% P={(z,y):0<y <z, x€[0,1]}inecN.
k

a) Linie postaci y = & -z, k € Z wyznaczaja podzial w;, zbioru P, dla ktérego:

1 o sup f[P]= ... dla kazdego P; € w),
o inff[P]= ... dla kazdego P; € w),
skad

Swl = e Sl = e
0 1 2 1 NIC z tego nie mamy; réznia sie bardzo!

b) Linie postaci xz = %, k € 7ZL wyznaczaja podzial w!! zbioru P, dla ktérego:

. e pole P, = ..... dla kazdego Py € w!!
stad
St = e S = i
skad
5 T x fpfxz dw = nl;r{:o Swrr = e
% %k ok
TwIERDZENIE. JeSli f(x,y) jest ciagla na zwartym P, to jest catkowalna na P,

tzn. [[ f = [[ f, calka dolna i gérna s réwne.
P P

Ponadto, jesli w, jest ciagiem coraz drobniejszych podzialéw P, tzn. takim, ze
najwieksze $rednice ich elementéw sa zbiezne do 0, to

lim s,, = lim o,, = lim S,, = fff
n—oo n—oo n—oo P

Powyzsze twierdzenie pozwala latwo dowodzié¢ twierdzen takich, jak ponizsze:

Tw
a) Jesli ... cto [ flz,y) 4+ g(z,y) dw = ..o
P
b) Jesli ........... Jto [[me flay) —e-g(z,y) dw= ..o
P
c) Jedli oo Jto [ flzy) dw= ...
AUB

I/ flzyy)dw= ...

[—2,2]x[-3,3]

d) Jedli V., f(z,y) = —f(—=,y), to

e) Jesli ............ , 10

SPOSTRZEZENIA.

o So-sn=(SswsInl) - (it 1n1) =5 Guo -t f)- 1AL
7 P; i P; i

7 7

e  Gdy wszystkie elementy podzialu maja to samo pole |P;| = p,
to  S,—Sw=p->, (sup f—inf f).
3 P; P

e  (Gdy na wszystkich elementach podzialu jednakowa jest réznica sup — iIIle =c,

P;
to Su—S.=c-Y, |P|=c-|P|



TWIERDZENIE. (o0 zamianie calki podwdjnej na iterowana)

Niech P = {(z,y) : p(z) <y < ¢(x), x € [a,b]}, gdzie p(x), ¥ (x) sg f-cjami ciaglymi
takimi, ze ¢(x) < ¢(x) dla z € [a,b]. Wtedy dla funkcji f(z,y) ciaglej na P mamy

b [ Y(x)
fﬁff(fcay) dW:f( i f(x,y)dy) dx .

a \p(z)
Powyzsze twierdzenie ma tez wersje dualna. Uzupelnij zalozenia:

TWIERDZENIE. (o zamianie calki podwéjnej na iterowana)
Niech @ ={ ......

d [ (y)
fof(vay) dw= [ ( Ik f(o:,y)da:) dy .

7 (y)
Teraz juz mozna stosowa¢ rachunek catkowy:
PRZYKLADY.

a) Niech T oznacza tréjkat o wierzchotkach: (0,0), (1,0), (2,0). Wtedy
1 /2x 1

[[3(z+y)2dw= [ (f 3(x+y)? dy) dr = | ((x+y)3)_2f dz =

T 0

QH,_, o

1
(x+22)3 - (z+..)%3 dx = 0f19x‘3 de=19-1(1%—0%) = 12,

Mozna tez inaczej (zmieniajac granice w calce iterowanej):

fo?)(:c—i—y)?dw:j(fl 3(:c+y)2da:> dy:fz(( + )3 )y/2 dy=......... =L 0

/2 0

b) Oblicz [[ zy dw, gdzie P ograniczaja linie: y = \/z, y =0, z = 1.

P
Pierwiastek nieco niepokoi, zatem moze wygodniej jest przedstawi¢ to tak:

ffrydwfl<flwydw>dyfl(”) dy—%fly Ydy=1(1 -1y =
P 0 0 0

y2

=

c) Oblicz [[y dw, gdzie K jest kotem o $rodku (3,0) i promieniu 3.
K

6 [ TVI-(2=3) 6 +y/9—(2—-3)
J[ydw=[ J ydy da:ff(éyz) dz =
P 0 \_ 9—(2—3)° 0 —1/9—(x—3)2

Zero?! Czy to mozna bylo 'przewidzie¢’? Tak, por. Lista 2. O



d) Dla czworoscianu C' o wierzchotkach (0, 0,0), (1,0,0), (0,3,0), (0,0,6) mamy:

1 (3-3x [ 6—6x—2y + L
fff 22 dw = f f f 22 dz dy | dz = w wevgn@ rznym nawiasie
C 0 0 0 z“ jest jak stala

1 /3-3x B 2
N _ zatem mnozymy T
- of ( g a? (6 — 6z —2y) dy) dx = (przez dlugosé przedzialu)

1 /3-3z
i ( [ 62% — 623 — 222y dy) dx =
o\ 0

1 . .
= (623 30) — 093~ 30) ~ 22((3 - 3007~ 07)) do = i)
1
=9z 1223 +2%dr=9- (%.5_2.%.144_%.13):% (ufff)

0

Ta, sama, catke potrdjna mozna inaczej zamieni¢ na calke iterowana, np.:

6 (1-2/6 [8=32=2/2 nie ma co liczy¢
2 7. _ 2 _
fgfx dw = of Of [ 2tdy|dz|dz= ... wyjdzie tyle samo

0

Mozna jeszcze inaczej:
3/ e [ e
[[[z? dw = [ ( J ( | a? dz) dm) dy = ...... A jeszcze inaczej? Tak! O

e) Ponizsza calka iterowana

2 (22 [(2®+y? 2

S [ 2*d= f(fx4+x2y dy)dx:

1 T 0 1 T
2 2
= [2'(2z —2) + $22(82 — 2®) dow = [ L2’ dw = J9 (26— 16) =35
1 1

jest réwna calce potrdjnej

[[[ 2 dw, gdzie V ={(z,y,z):z€[,2] Az<y< .. AN0<z< ... I8

%

moéwiac 'proza’: V jest bryla, pod paraboloida z = 22 + ...... lezaca, nad trapezem
o wierzchotkach (1,1,0), (2,2,0), (2,...,0), (1,...,...). |



