
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 11.a

uk lad kartezjański uk lad biegunowy
(x, y) ←∼→ (r, φ)

x=r cosφ
y=r sinφ

(1, 1) ←∼→ (
√

2, π
4 )

(−3, 3) ←∼→ ( ...... , ...... )

( ...... , ...... ) ←∼→ (7, 5π
4 )

(2, ...... ) ←∼→ ( ...... , π
3 )

y > 0 ←∼→ 0 < φ < π

............ ←∼→ φ ∈ [π, 3
2π]

............ ←∼→ φ = π
3

y = 1√
3
x ←∼→ ............

x2 + y2 = 9 ←∼→ r = 3

............ ←∼→ r = 5, φ ∈ [π, 2π]

............ ←∼→ 1 ≤ r < 4

(x− 3)2 + y2 ≤ 9 ←∼→ r ≤ 6 cosφ, φ ∈ [−π
2 ,

π
2 ]

x2 + (y − 5)2 = 25 ←∼→ ............

.



Ścia
‘
ga. Zmiana ca lki podwójnej w uk ladzie kartezjańskim na ca lke

‘
podwójna

‘
w

uk ladzie biegunowym∫ ∫
P

f(x, y) dω =

∫ ∫
P̄

f(r cosφ, r sinφ) · r dω̄.

Uwaga. Owe ’·r’ jest zwane jakobianem. PO CO TO? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Przyk lad. A∫∫
x≤0, 0≤y

x2+y2≤1

x4 + y4 + 2(xy)2 dω =
∫∫
r≤1

φ∈[π/2, ... ]

r4 · r dω̄ =
...∫

π/2

1∫
0

r5 dr dφ =
...∫

π/2

1
... 1

6 dφ = π
... .

Przyk lad. B∫∫
0≤x≤y

x2+y2≤4

xy dω =
∫∫
r≤2

φ∈[π/4,π/2]

r cosφ · r sinφ · r dω̄ =
π/2∫
π/4

2∫
0

r3 · 12 sin 2φ dr dφ = ...

Przyk lad KW1.
Niech K oznacza kule

‘
o średnicy 2, a W – walec (nieskończony) o średnicy 1.

Jaka cze
‘
ść K leży poza W , gdy środek kuli leży na osi walca?

Odp.:
obj(K \W )

obj(K)
, gdzie

obj.(K \W ) = 2
∫∫

1
4≤x2+y2≤1

√
1− x2−y2 dω =

u.b.

2
2π∫
0

1∫
1
2

√
1− r2 · r dr dφ = ......

Przyk lad KW2.
Niech K oznacza kule

‘
o średnicy 2, a W – walec (nieskończony) o średnicy 1.

Jaka cze
‘
ść K leży poza W , gdy środek kuli leży na powierzchni walca.

.


