
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 12a

uk lad kartezjański uk lad cylindryczny
(x, y, z) ←∼→ (r, φ, h)

x = r cosφ
y = r sinφ
z = h

(1, 1, 1) ←∼→ r =
√

2, φ = π
4 , h = 1

(−3, 3,−2) ←∼→ r = ...... , φ = ...... , h = ......

( ...... , ...... , ...... ) ←∼→ r = 7, φ = 7π
4 , h = −2

x, y, z ≥ 0 ←∼→ ............

............ ←∼→ r ≤ 2, φ ∈ [π, 3
2π], 1 ≤ h ≤ 5

............ ←∼→ r = sinφ, h = 1, 0 ≤ φ ≤ π
2

............ ←∼→ r = cosφ, 0 ≤ h ≤ r, |φ| ≤ π
2

............ ←∼→ r =
2

sinφ− 3 cosφ
, h ∈ [0, 1]

y = x + π, z = 0 ←∼→ ............

x2 + y2 − 6y = 0, 1 ≤ z ≤ 4 ←∼→ ............

z2 ≤ x2 + y2 ≤ 3 ←∼→ ............

Wsk.: Pomnóż pierwsze równanie przez r.

Wsk.: Pomnóż równanie przez mianownik.



Ścia
‘
ga Zmiana ca lki potrójnej w uk ladzie kartezjańskim na ca lke

‘
potrójna

‘
w

uk ladzie cylindrycznym∫∫∫
W

f(x, y, z) dω =
∫∫∫
W

f(r cosφ, r sinφ, h) · r dω̄.

Przyk lad A.∫∫∫
x2+y2≤4

1≤z≤3

xy+zdω =
∫∫∫

φ∈[0,2π]

r≤2, h∈[1,3]

(r cosφ·r sinφ+h)·r dω̄ =
2π∫
0

2∫
0

3∫
1

1
2r

3 sin 2φ+hr dhdrdφ =

Przyk lad B.∫∫∫
√

x2+y2≤z≤4

z dω =
∫∫∫

φ∈[0,2π]

r≤4, r≤h≤4

h · r dω̄ =
2π∫
0

4∫
0

4∫
r

hr dh dr dφ = ...... = 64π

Przyk lad C.

Niech S = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−
√
x2 + y2} i W = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ x}.

Oblicz obje
‘
tość S ∩W .

∫∫∫
S∩W

1 dω =
∫∫∫

φ∈[−π/2,π/2]

r≤cosφ, 0≤h≤1−r

1 · r dω̄ = 2

π
2∫
0

cosφ∫
0

1−r∫
0

r dh dr dφ = ...... = π
4 −

4
9

.


