ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKEADU 12B

SCIAGA. Zamiana zmiennych w calce podwéjnej (zmiana ukladu wspétrzednych)

//fxydwdy—//f (r,h),y(ryh)) - |J| drdh

F(P]

WYPELNIANKA (ODLOTOWA). Ziemia, to linia y = 0.

y
Samolot nadlatuje nad lotnisko L = (0,0); jest w punkcie : S(aw)
S =(z,y) = (2, 2)‘ Pilot odczytuje z przyrzaddw: )
r — odleglo$¢ od lotniska L, h — wysokos¢ nad ziemia, r T oh
co zapisuje: S' = (r,h) = (3,3) . ﬁﬁ\\\ "
Oczywiscie mamy tu zaleznoéé funkeyjna: F (S) =9, ktéra 0 ! 2
parze liczb (z,y) przypisuje pare (r, h) wedlug wzoréw: An -
h = .
S’(r,h
W tym przeksztatceniu obrazem pélokregu o srodku (0, 0) 1 e
i promieniu 1 jest ...... o koricach (...,...), (coy.n); | .
obrazem odcinka [0, 2] x {2} jest odcinek o dlugodci ...... . g : %
Dmedzma F jest IR x IR, ; zbiorem wartosci jest obszar kata o ramionach ... i ... .
F nie jest rézmowartosciowa, bo np.: F(...,...) = F(...,...). Jednak F ograniczona do

pierwszej éwiartki (R4 x IR4) jest '1-17 1 przeksztalca ten zbidér na obszar ...... .
Zatem przy tym ograniczeniu (x,y) mozna wyznaczy¢ poprzez (r, h) wzorami:

x=ux(r,h) =

y=y(r h) =

(z,y) te funkcje (odwrotna do ograniczenia funkcji F ),
Jej jakiobianem nazywamy wyznacznik:

Oznaczmy przez G(r, h) =
czyli traktujemy x = x(r, h), y = y(r, h).

ox ox
D(z,y) ar  oh dx Oy Oz Oy
= det = det = - _ =
T=det oy = 5 s | T ar o on or
or oh

i w tym przypadku mamy: J = . (Uwaga. Jakobian zalezy od ... i....)

Ten wyznacznik méwi jak lokalnie znieksztalcane jest pole przez funkcje G.

PrzZYKEAD A. W tych nowych wspélrzednych niektére catki mozna tatwo obliczyé:

V3VE=ZZ . T =yr¥ —h*
[ ] awydyde= [ [aydedy=  [[ I?/dw{yZh }
0 T 1<y<2 E
0< < 4/4—y?
2 2
= [ VP2=RB2h-|J|dw = [ [ hrdrdh = ... =3
1<h<2 1h
h<r<2

"Blisko punktu’ (rg, ho) funkcje z(r, h),
x(r,h) = x(ro.ho) + %(rfro) + %(hfho)7
y(r,h) = y(ro.ho) + 3r Y(r—rop) + %(h*ho)v
gdzie pochodne czastkowe sg liczone w ustalonym punkcie (rg, ko).
S o) + 22 + 92(h—h
Glrh) ~ (sc(ro 0) + 5 (r—mo) + 3’5( o)> .
y(’l“o.ho) r (’I‘ ’1”0) %(h—ho)

Zatem é(r, h) jest przyblizane przez przeksztalcenie afiniczne. Jak wiadomo (AL),

przeksztalcenie afiniczne zmienia pole w stosuralku %6vvnym wyznacznikowi czesci
T T

y(r, h) przyblizamy plaszczyznami stycznymi:

Stad

liniowej przeksztalcenia, czyli w stosunku det (ay g};

or B

, rownym jakobianowi J.



PRzZYKLAD B.

s=x 4+ ...
¢ —ydw= t=5(...... ) _
(w*3)2+5>($3+y)2 <1 J=...=1/V5
= [ ((s+3)—(~s=3+t/V5)Ldo="L [[ 25+6—t/V5dw=
s$?+t? <1 s?+t? <1
s>0 s>0

:%-2-(2! sd@)+§~6-(2ff 1d@)—55-%-( [ tdw):

24t <1 24t <1 24+t <1
s>0 s>0 s>0
/2 1
:%2-( / frcosap-rdrdw)—f—%-ﬂ(%7&2)— 55~\%-<0>:
—n/2 0
/2
:§~2-( f/Qécoscpdrdgo>+3‘5/g7r—0:é\/5+3})/g7r
PrzykrAD C’.
11-2Vata 5= Vo 11-s dalej juz
[ [ aty+eyaydyde={ TV = [ [ (s+t)*4stdtds = tylko (?) =
0 0 J= ... 0 0 zmudnie
: $242 | 2st® | 4A\ITE F1/s 2 11 4,3 1
2543( 5+ =5 +Z)t:0 ds:...:gg(s —4s?+3s)ds=L1(4 —3+2)=14.

PrzyKtAD C”. Moze by¢ nieco zaskakujace inne, ponizsze podstawienie:

— 4
1 1-2vz+= r=s- C,OS4:
o y = s -sin o
f f T+ Y +2 \% Ty dyd(ﬂ - cos®t —4scos®tsint . 3 3 -
0 0 J = det sin? ¢ 4ssin® tcost = dssin"tcos"t

(Pewna, trudno$é sprawia tu wyznaczenie nowych granic catkowania.)

1% 1 Bl
= [[s-]4ssin®t-cos®t|dt ds = [4s? [sin®¢- (1 — sin®¢t) cost dt ds =
00 0o 0



