
Analiza matematyczna 3, Notatki z wyk ladu 12b

Ścia
‘
ga. Zamiana zmiennych w ca lce podwójnej (zmiana uk ladu wspó lrze

‘
dnych)∫ ∫

P

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
F⃗ [P ]

f(x(r, h), y(r, h)) · |J | drdh

Wype lniańka (odlotowa). Ziemia, to linia y = 0.
Samolot nadlatuje nad lotnisko L = (0, 0); jest w punkcie
S = (x, y) = (2, 3

2 ). Pilot odczytuje z przyrza
‘
dów:

r – odleg lość od lotniska L, h – wysokość nad ziemia
‘
,

co zapisuje: S′ = (r, h) = (5
2 ,

3
2 ) .

Oczywíscie mamy tu zależność funkcyjna
‘
: F⃗ (S) = S′, która

parze liczb (x, y) przypisuje pare
‘

(r, h) wed lug wzorów:

r =
√

...... 2 + ...... 2, h = ... .

W tym przekszta lceniu obrazem pó lokre
‘
gu o środku (0, 0)

i promieniu 1 jest ...... o końcach (..., ...), (..., ...);
obrazem odcinka [0, 2] × {2} jest odcinek o d lugości ...... .
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Dziedzina
‘
F⃗ jest IR × IR+; zbiorem wartości jest obszar ka

‘
ta o ramionach ... i ... .

F⃗ nie jest różnowartościowa, bo np.: F⃗ (..., ...) = F⃗ (..., ...). Jednak F⃗ ograniczona do
pierwszej ćwiartki (IR+ × IR+) jest ’1-1’ i przekszta lca ten zbiór na obszar ...... .
Zatem przy tym ograniczeniu (x, y) można wyznaczyć poprzez (r, h) wzorami:

x = x(r, h) =
√

...... 2 − ...... 2, y = y(r, h) = ...... .

Oznaczmy przez G⃗(r, h) = (x, y) te
‘

funkcje
‘

(odwrotna
‘

do ograniczenia funkcji F⃗ ),
czyli traktujemy x = x(r, h), y = y(r, h). Jej jakiobianem nazywamy wyznacznik:

J = det
D(x, y)

D(r, h)
= det

 ∂x
∂r

∂x
∂h

∂y
∂r

∂y
∂h

 =
∂x

∂r
· ∂y
∂h

− ∂x

∂h
· ∂y
∂r

i w tym przypadku mamy: J = ............ . (Uwaga. Jakobian zależy od ... i ... .)

Ten wyznacznik mówi jak lokalnie zniekszta lcane jest pole przez funkcje
‘
G⃗.

Przyk lad A. W tych nowych wspó lrze
‘
dnych niektóre ca lki można  latwo obliczyć:

√
3∫

0

√
4−x2∫
1

xy dydx =
...∫
...

...∫
...

xy dxdy =
∫∫

1 ≤ y ≤ 2

0 ≤ x ≤
√

4−y2

xy dω =

{
x =

√
r2 − h2

y = h

J = ......

}
=

=
∫∫

1 ≤ h ≤ 2
h ≤ r ≤ 2

√
r2−h2h · |J | dω̄ =

2∫
1

2∫
h

hr drdh = ... = 9
8 .

.

’Blisko punktu’ (r0, h0) funkcje x(r, h), y(r, h) przybliżamy p laszczyznami stycznymi:

x(r, h) ≈ x(r0.h0) + ∂x
∂r (r−r0) + ∂x

∂h (h−h0),

y(r, h) ≈ y(r0.h0) + ∂y
∂r (r−r0) + ∂y

∂h (h−h0),

gdzie pochodne cza
‘
stkowe sa

‘
liczone w ustalonym punkcie (r0, h0).

Sta
‘
d G⃗(r, h) ≈

(
x(r0.h0) + ∂x

∂r (r−r0) + ∂x
∂h (h−h0)

y(r0.h0) + ∂y
∂r (r−r0) + ∂y

∂h (h−h0)

)
.

Zatem G⃗(r, h) jest przybliżane przez przekszta lcenie afiniczne. Jak wiadomo (AL),
przekszta lcenie afiniczne zmienia pole w stosunku równym wyznacznikowi cze

‘
ści

liniowej przekszta lcenia, czyli w stosunku det

( ∂x
∂r

∂x
∂h

∂y
∂r

∂y
∂h

)
, równym jakobianowi J.



Przyk lad B.∫∫
(x − 3)2 + 5(x + y)2 ≤ 1

x ≥ 3

x− y dω =


s = x + ...

t =
√
5( ...... )

J = . . . = 1/
√
5

 =

=
∫∫

s2+t2 ≤ 1
s ≥ 0

(
(s + 3) − (−s− 3 + t/

√
5)
)√

5
5 dω̄ =

√
5
5

∫∫
s2+t2 ≤ 1

s ≥ 0

2s + 6 − t/
√

5 dω̄ =

=
√
5
5 · 2 ·

( ∫∫
s2+t2 ≤ 1

s ≥ 0

s dω̄
)

+
√
5
5 · 6 ·

( ∫∫
s2+t2 ≤ 1

s ≥ 0

1 dω̄
)
−

√
5
5 · 1√

5
·
( ∫∫

s2+t2 ≤ 1
s ≥ 0

t dω̄
)

=

=
√
5
5 · 2 ·

( π/2∫
−π/2

1∫
0

r cosφ · r dr dφ
)

+
√
5
5 · 6 ·

(
1
2π12

)
−

√
5
5 · 1√

5
·
(

0
)

=

=
√
5
5 · 2 ·

( π/2∫
−π/2

1
3 cosφ dr dφ

)
+ 3

√
5

5 π − 0 = 4
15

√
5 + 3

√
5

5 π

Przyk lad C’.

1∫
0

1−2
√
x+x∫

0

x+y+2
√
xydydx =

{
s =

√
x

t =
√
y

J = ......

}
=

1∫
0

1−s∫
0

(s+t)24stdtds =
dalej już
tylko (?)
żmudnie

=

=
1∫
0

4s
(

s2t2

2 + 2st3

3 + t4

4

)t=1−s

t=0
ds = . . . =

1∫
0

1
3 (s5−4s2 + 3s) ds = 1

3 ( 1
6 −

4
3 + 3

2 ) = 1
9 .

Przyk lad C”. Może być nieco zaskakuja
‘
ce inne, poniższe podstawienie:

1∫
0

1−2
√
x+x∫

0

x + y + 2
√
xy dydx =


x = s · cos4 t
y = s · sin4 t

J = det

(
cos4 t −4s cos3 t sin t
sin4 t 4s sin3 t cos t

)
= 4s sin3 t cos3 t

 =

(Pewna
‘
trudność sprawia tu wyznaczenie nowych granic ca lkowania.)

=
1∫
0

π
2∫
0

s · |4s sin3 t · cos3 t| dt ds =
1∫
0

4s2
π
2∫
0

sin3 t · (1 − sin2 t) cos t dt ds =

= 4
1∫
0

s2
π
2∫
0

sin3 t · cos t− sin5 t · cos t dt ds = 4
1∫
0

s2
(
1
4 sin4 t− 1

6 sin6 t
)π

2

0
ds =

= 4
(
1
4 − 1

6

)
·

1∫
0

s2 ds = 1
3 ·

(
1
3s

3
)1
0

= 1
9

.


