
Analiza matematyczna 3, Notatki 14.b

f(x, y) nazywamy potencja lem pola wektorowego F⃗ = (P,Q), gdy P = ∂f
∂x , Q = ∂f

∂y .

f(x, y, z) nazywamy potencja lem pola wektorowego F⃗ = (P,Q,R), gdy F⃗ = grad (f).

Czy pole wektorowe ma potencja l? Czasami można... odgadna
‘
ć takie f , spróbuj:

a) F⃗ (x, y) = (x, y) b) F⃗ (x, y) = (y, x) c) F⃗ (x, y) = (x2, y2)

d) F⃗ (x, y) = (y2, x2) e) F⃗ (x, y) = (xy2, x2y + y3) f) F⃗ (x, y) = (yex, ex)

g) F⃗ (x, y) = (ex −
√

2, 1
1+y2 + π) h) F⃗ (x, y, z) = (2xyz, x2z, x2y + 1)

i) F⃗ (x, y) = (ey, xey + y) j) P (x, y) = y2exy, Q(x, y) = (1 + xy)exy

k) F⃗ (x, y, z) = (2xyz, x2z, x2y + 1) l) P = yz, Q = xz, R = xy

m) F(x, y, z) = (2xz + 1, 2y(z + 1), x2 + y2 + 3z2) n) F(x, y, z) = (x, z, y)

Odp. a) f(x, y)= 1
2 (x2+y2), d) brak, h) f(x, y, z)=x2yz+z, n) f(x, y, z)= 1

2x
2+yz

Twierdzenie 1. Gdy F⃗ = grad f i r⃗ : [a, b] → Γ jest g ladka
‘
parametryzacja

‘
 luku Γ

skierowanego od A = r⃗(a) do B = r⃗(b), to∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ = f(B) − f(A)

Innymi s lowy: jeśli pole wektorowe ma potencja l f , to ca lka skierowana od A do B nie
zależy od drogi, a tylko od jej końców; jest równa różnicy potencja lów f(B)− f(A).

Przyk lad.
Gdy F⃗ (x, y) = (2xy2, 2x2y), Γ krzywa od A = (5,2) do B = (9,1), to∫

Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
f(x,y)=x2y2

F=gradf

f(B) − f(A) = 92 · 12 − 52 · 22 = −19

Przyk lad.
Gdy F⃗ (x, y) = (y cosxy, x cosxy) i Γ krzywa od A = (

√
π
2 ,

√
π
3 ) do B = (

√
π
2 ,

√
π
2 ),

to
∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ = ... = 1
2 (
√

2 − 1)

Zadanie.
Niech f, g, h be

‘
da

‘
cia

‘
g lymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, że ca lka∫

Γ
f(x)dx+g(y)dy+h(z)dz nie zależy od drogi Γ (zależy tylko od pocza

‘
tku i końca).

Twierdzenie 1−1. Gdy pole F⃗ ma w lasność: ca lki z pola wektorowego po dowolnej
krzywej od A do B sa

‘
jednakowe, dla wszystkich A,B ∈ IRm, to F⃗ ma potencja l.

.

Dowód.∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
b∫
a

P (x(t), y(t)) dx
dt + Q(x(t), y(t)) dy

dt dt =

=
b∫
a

∂f
∂x (x(t), y(t)) dx

dt + ∂f
∂y (x(t), y(t)) dy

dt dt =

= [f (x(t), y(t))]
b
a = f (x(b), y(b)) − f (x(a), y(a)) = f (r⃗(b)) − f (r⃗(a)). 2



Twierdzenie Greena. Niech Γ be
‘
dzie krzywa

‘
p laska

‘
skierowana

‘
dodatnio (prze-

ciwzegarowo) ograniczaja
‘
ca

‘
obszar Ω bez ’dziur’ i niech F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

be
‘
dzie polem wektorowym określonym na Ω, gdzie P , Q sa

‘
klasy C1. Wtedy∫

Γ

P dx + Qdy =
∫∫
Ω

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dω wersja [rot]

oraz ∫
Γ

−Qdx + P dy =
∫∫
Ω

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y

)
dω wersja [div]

Dowód? Pie
‘
kny! Zastosowania? Jeszcze bardziej.

Przyk lad 1. Niech F⃗ = (cos ex − y, 3x + sin(y3 + y)), Γ = {(x, y);x2 + y2 = 4}
skierowany dodatnio. Wtedy:∫
Γ

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫∫

x2+y2≤4

∂
(
3x+sin(y3+y)

)
∂x − ∂

(
cos ex−y

)
∂y dω =

∫∫
x2+y2≤4

3 − (−1) dω = 4 · π22

Uwaga. Ten sam wynik otrzymamy dla F⃗ (x, y) = (−y+cosik(x), 3x+jakiesik(y)).

Przyk lad 2. Dla F⃗ (x, y) = (x4 + y, 4x + sin y2), K = {(x, y);x2 + y2 = 4, y ≥ 0}
skierowanej od (2, 0) do (−2, 0).

Tu nie można wprost zastosować tw.G., bo K nie ogranicza żadnego obszaru. Można
ja

‘
uzupe lnić, np. odcinkiem od A = (−2, 0) do B = (2, 0).  La

‘
cznie te dwie krzywe

ograniczaja
‘
pó lkole Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}. Wtedy:∫

K

F⃗ ◦ dr⃗ +
∫

AB

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫∫
Ω

∂Q
∂x − ∂P

∂y dω,

ska
‘
d∫

K

F⃗ ◦ dr⃗ =
∫∫
Ω

∂Q
∂x − ∂P

∂y dω −
∫

AB

F⃗ ◦ dr⃗ =

=
∫∫
Ω

4−1 dω −
2∫

−2

(t4+0) · 1 + (4t+sin 0) · 0 dt = tu AB :
{

x=t
y=0

, t ∈ [−2, 2]

= 3 · 1
2π22 − ( 1

5 t
5)2−2 = 6π − 64

5 2

Przyk lad 3. F⃗ (x, y) = ( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2 ), Ω = {(x, y); 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16},

(tu brzeg Ω to DWA okre
‘
gi; JAK tu określić skierowanie??? )∫

K

F⃗ ◦ dr⃗ = ...

.


