
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 3.b

Def. Funkcja f : D → IR jest cia
‘
g la w p0 ∈ D ⊆ IRm, gdy

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
p∈D

|p− ...... | < δ ⇒ |f( ... ) − f(p0)| < ε .

Innymi s lowy (dla p0 = (x0, y0) ∈ D ⊂ IR2):

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
(x,y)∈D

√
...... 2 + ...... 2 < δ ⇒ |f( ... ) − f(x0, y0)| < ε .

Można też tak: f jest cia
‘
g la w p0 ∈D, gdy albo ma w tym punkcie granice

‘
równa

‘
f(p0), albo p0 jest punktem izolowanym D (tzn. nie jest punktem skupienia D).

Def. Funkcja f : D → IR jest cia
‘
g la, gdy f jest cia

‘
g la w każdym punkcie dziedziny.

1. Podaj zbiór wszystkich punktów, w których f jest cia
‘
g la, gdzie

a) f(x, y) = [x] + y

Odp.: (IR \ ZZ)×IR
(czyli wszystkie punkty IR2 poza punktami o ca lkowitej pierwszej wspó lrze

‘
dnej)

b) f(x, y) =

{
x + y dla x2+ y2≤ 1√

2 dla x2+ y2> 1

Odp.: (IR2 \ {(x, y) : x2 + y2 = 1}) ∪ {( 1
2

√
2, ...... )}

Innymi ’znaczkami’: {(x, y) : x2 + y2 ̸= 1}) ∪ {( 1
2

√
2, ...... )}

’proza
‘
’: (p laszczyzna bez okre

‘
gu {(x, y) : x2 + y2 = 1})) i jeszcze jeden punkt:

( ... , ... )

b’) f(x, y) =

{
x + y dla x2+ y2≤ 1

1 dla x2+ y2> 1

Odp.: {(x, y) : x2 + y2 ̸= 1}) ∪ {( ... , ... ), ( ... , ... )}

’proza
‘
’: dope lnienie okre

‘
gu {(x, y) : x2 + y2 = 1}) wraz punktami: ( ... , ... ),

( ... , ... )

.



c) f(x, y) =

{
x + y dla (x, y) ∈ [0, 1]2

p dla (x, y) /∈ [0, 1]2
, gdzie p ∈ IR jest parametrem.

Odp. Niech B = [0, 1]2 \ (0, 1)2 (brzeg kwadratu).
Zbiór punktów cia

‘
g lości f (w zależności od p) jest równy:

IR2 \B dla p /∈ [0, ... ],(
IR2 \B

)
∪ {(p−1, 1), (1, p−1)} dla p ∈ [1, ... ],(

IR2 \B
)
∪ {(p, 0), (0, ... )} dla p ∈ [ ... , 1]. 2

d) f(x, y) =

{
exy2

−1
x dla x ̸= 0

5y − 6 dla x = 0
e) f(x, y) =

{
exy2

−1
x2+y2 dla x2+y2> 0

0 dla x2+y2 = 0

Rozwia
‘
zanie.d)

Funkcja f jest oczywíscie cia
‘
g la w punktach zbioru (IR\{0})×IR, czyli poza osia

‘
OY.

Rozważmy punkt p0 = (0, y0) osi OY.

Z jednej strony mamy:

lim
(x,y)→p0

x̸=0

f(x, y) = lim
(x,y)→p0

x ̸=0

exy2
−1

x = lim
(x,y)→p0

x ̸=0

exy2
−1

xy2 · xy
2

x = lim
(x,y)→p0

x ̸=0

exy2
−1

xy2 · y2 = 1 · y20 ,

gdzie ostatnia równość wynika z Lemat lim
s→0

es−1
s = 1.

(Lemat jest dla funkcji jednej zmiennej i można go dowieść regu la
‘
d’H ... .

Można go zastosować, bo s := x2y da
‘
ży do 02y0 = 0, przy (x, y) → (0, y0).)

Z drugiej strony:

lim
(x,y)→(0,y0)

x=0

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,y0)

x=0

5y − 6 = 5y0 − 6 = f(0, y0).

Zatem f jest cia
‘
g la w p0 = (0, y0) ⇐⇒ y20 = 5y0 − 6 ⇐⇒ y0 ∈ {2, 3}.

Odp. Zbiór punktów cia
‘
g lości f jest równy: (IR \ {0}) × IR) ∪ {(0, 2), (0, 3)}. 2

Dowody poniższych twierdzeń sa
‘
’smutne’ (wystarczy zastosować def . ............ ).

Tw. Niech f1 i f2 be
‘
da

‘
cia

‘
g le w punkcie p. Wtedy w punkcie p sa

‘
cia

‘
g le:

f(p) := f1(p) ± f2(p), f(p) := f1(p) · f2(p),

f(p) := 2f1(p)+f2(p), f(p) := f1(p) · sin (f2(p)).

Jak pierwsze dwa ’wys lowić proza
‘
’? Jak uogólnić ostatnie dwa przyk lady?

Tw. Niech g1, g2 : IR → IR be
‘
da

‘
cia

‘
g le: g1 w x0 i g2 w ...... . Niech f : IR2 → IR

be
‘
dzie cia

‘
g la w punkcie ............ .

Wtedy funkcja h : IR... → IR, h(x, y) = f(g1(x), ...... ) jest cia
‘
g la w punkcie ......

.


