
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 4a

Def. Niech f : D → IR, gdzie D⊆ IR2. Pochodne cza
‘
stkowe f w punkcie (x0,y0)∈D

określamy wzorami:

f ′
x(x0, y0)

def
= lim

∆x→0

f(x0+∆x,y0)−f(x0,y0)
∆x , f ′

y(x0, y0)
def
= lim

∆y→0

f(x0,y0+∆y)−f(x0,y0)
...... .

Inne oznaczenia: ∂f
∂x (x0, y0), ∂f

∂y (x0, y0), fx(x0, y0), fy(x0, y0).

Przyk lad A. Dla f(x, y) = x4y3 + sin(xy2) mamy

f ′
x(π, 1) =

(
4x3y3 + cos(xy2) · y2

)
x=π
y=1

= 4π3 · 1 + cos(π) · 12 = 4π3 ...... ,

f ′
y(π, 1) =

(
3x4y2 + cos(xy2) · 2xy

)
x=π
y=1

= 3π4 + cos(π) · 2π = 3π4 − 2π.

Przyk lad A’. Dla g(x, y, z) = x4y3 + xz mamy

g′x(π, 1, e) = ( ...... ) x = π
y = 1
z = e

= ...... , g′y(π, 1, e) = ...... , g′z(π, 1, e) = ......

Przyk lad B. Dla funkcji f(x, y) =

{ x
x2+y2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

w punkcie (0, 0) (obliczamy z definicji):

lim
h→0

f(0+h,0)−f(0,0)
h = lim

h→0

h
h2+02

−0

h = lim
h→0

1
h2 = +∞, wie

‘
c f ′

x(0, 0) nie istnieje,

f ′
y(0, 0) = lim

h→0

f(0,0+h)−f(0,0)
h = lim

h→0

0
02+h2 −0

h = lim
h→0

0 = 0.

a w punktach (x, y) ̸= (0, 0) liczymy ze wzorów:

∂
∂x

x
x2+y2 = 1·(x2+y2)−x·2x

(x2+y2)2 = y2−x2

(x2+y2)2 , ∂
∂y

x
x2+y2 = x·(−1)(x2+y2)−2·2y = −2xy

(x2+y2)2 .

Przyk lad C. Funkcja f(x, y) =

{
xy2

x4+y4 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

ma w każdym punkcie obie pochodne cza
‘
stkowe, bowiem:

- dla punktu (0, 0): obie pochodne cza
‘
stkowe sa

‘
równe 0, bo:

zauważamy, że f obcie
‘
te do osi OX jest funkcja

‘
sta la

‘
(=0); tak samo dla osi OY;

- w punktach (x, y) ̸= (0, 0) można obliczyć pochodne cza
‘
stkowe ze wzorów.

Uwaga: funkcja ta ma wsze
‘
dzie obie pochodne cza

‘
stkowe ale nie jest cia

‘
g la (sprawdż). .



Przyk lad D. Niech f(x, y) =

{
2y gdy (x, y) ∈ [0, 2]2

2 gdy (x, y) ̸∈ [0, 2]2

Niech B = [0, 1]2\(0, 1)2. Funkcja f ma wsze
‘
dzie, poza B, obie pochodne cza

‘
stkowe.

Dalej rozważmy punkt p ∈ B, zbadamy f ′
x:

• przypadek p ∈ [0, 2] × {0}, czyli p = (x0, 0):
dla x0 ∈ (0, 2) oczywíscie f ′

x(x0, 0) = 0, bo f |(0,2)×{0} jest sta la (równa ... ),
dla x0 ∈ {0, 2} f ′

x nie isnieje (zrób wykresy f |(−ε,ε)×{0} i f |(2−ε,2+ε)×{0},

• przypadek p ∈ [0, 2] × {2}, czyli p = (x0, 2) jest niemal identyczny z poprzednim
(z jakimi zmianami?)

• przypadek p ∈ {0} × [0, 2], czyli p = (0, y0):
dla ............
dla ............

• przypadek p ∈ {2} × [0, 2], czyli p = (..., y0) jest niemal identyczny z poprzednim.

Zatem dziedzina
‘
f ′
x jest zbiór (IR2 \B) ∪ ((0, 2) × {0, 2}) ∪ {(..., ...), (..., ...)}.

Podobnie badaja
‘
c otrzymujemy: dziedzina

‘
f ′
y jest zbiór ............ .

* * *

Niech f : IR2→ IR ma cia
‘
g le pochodne cza

‘
stkowe w pewnym otoczeniu p-ktu (x0,y0).

Równanie z = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0)

określa p laszczyzne
‘

styczna
‘

do f w punkcie (x0, y0).

Zachodzi: f(x, y) ≈ f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0)

czyli wartości f sa
‘
’nieżle’ przybliżane przez wartości bardzo prostej funkcji.

Dok ladność tego przybliżenia be
‘
dziemy omawiać w przysz lości (za Taylorem).

Przyk lad. Funkcja f(x, y) = x3 + y4 ma w punkcie (x0, y0) = (2, 1) p laszczyzne
‘

styczna
‘
o równaniu

z = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0)

z = 23 + 14 + (3 · 22 + 0) · (x− 2) + (0 + 4 · 13) · (y − 1),

z = 9 + 12(x− 2) + 4(y − 1),

z = 12x + 4y − 19.

Przyk lad. Znaleźć p laszczyzne
‘
P , na której leża

‘
punkty (3, 0, 5), (3, 1, 7), styczna

‘
do powierzchni x2 + y2 + z = 4.

Odp.: Sa
‘
dwie takie p laszczyzny; maja

‘
równania z = −12x + 2y + 41, z = 2y + 5.

.


