ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 4B

DeF. Niech f: D — IR i (20,90) € D € R% Dla wektora ¥ = [vs,v,], ||7]] = 1
okreslamy pochodng kierunkowa f w punkcie (xo,yo) w kierunku wektora U wzorem
f(@o+t-ve,90 +1-vy) — f(Zo,%0)

’ def ;.
. = lim .
fi(xo,y0) tl 3 n

SPOSTRZEZENIE. Oczywiscie: f[’1,o]($»y) = e , f[’o,1]($7y) = e

PRzYKLAD E. Dla f(z,y) = zy? i ¥ = [, 2] mamy

iz ) = lim (zo+ 1) (yo+21)2—zoy2 lim (zo+1t)(ya+V3tyo+2t2)—zoys
(70, Yo) = J1h ¢ T =0 i B
2 342 1 2 1 14342 2
.z 3t 342 4 Luy2 4 Liv/Blyo+Lt312—
= lim 0Yo +20V3lyo+To " + % vatgtV3tyotytittwoys _ %y% +V/3zoyo.

t—0

Ogdlnie: zauwazmy, ze:

f(@o+t-vz,yo+t-vy)—f(Z0,90)
; =

_ f@ottve,yot+t-vy)—f(@o,g0+tvy) + f(zo,yo+t-vy)—f(20,y0)
t t

_ Jf(@ottve,yottvy)—f(zo,yottvy) | o f(xo,yott-vy)—f(zo,90) | =

tv, T e
= {ztw. L .. istnicja f,f pomiedzy 0it} =

= fi(zo+1T-vp,yo+t-vy) o + fo(osyo +1-vy) - ..

dalej, przy zalozeniu,

se fLi f) sa ciagle: przy t — 0 l (wtedy tez t,t — 0)

Zatem mamy:
Tw. Gdy f jest klasy C', to f& = flL v, + fy - vy
Innymi stowy:
Tw. Gdy f jest klasy C', to f5 = grad f o 7.
W powyzszym uzyto nowych oznaczen:

grad f := (f2, fy), [ jest klasy C' oznacza, Ze f ma ciagle pochodne czastkowe.
PRzYKEAD F. Dla f(z,y) = 2%y® i 7= [%, %} mamy

)

fh(z,y) =grad f o= (..... R



Tw. Niech f: R? = IR, f€C'w otoczeniu punktu po = (z0,y0) oraz grad f(po) # (0,0).
Wtedy

a) z punktu pg funkcja f rosnie najszybciej w kierunku wektora grad f(po),

b) z punktu pg funkcja f maleje najszybciej w kierunku wektora —grad f(po),

¢) w punkcie pg wektor grad f (po) jest prostopadly do poziomicy {p : f(p) = f(po)}-

D-p. Dla wektora jednostkowego ¥ niech v oznacza kat pomiedzy ¥ i gradf(po).
Dalej wystarczy zinterpretowac wartos¢ fr(po) = vogradf(po) = ||grad f(po)|| - cos~.

ZADANIE. (nieco trudniejsze) Punkt po = (1,2) lezy na linii L C IR? o réwnaniu
4= \/27 — a3 — y3 — xy. Znalez¢é réwnie stycznej do L w punkcie py.

Zauwazmy, ze L jest poziomica funkcji f(z,y) = \/277x3 —y3 —xy. Mamy:

_ 739:27y 73y271 . _ _ (=5 =13
grad f = (2\/27730377;37”‘7 2\/2773037?/37:“/) i grad f(po) = grad f(1,2) = ( 8 8 ).

Stad punkt (z,y) lezy na szukanej stycznej gdy (na podstawie punktu c))

wektory (z—1,y—2), (52, =22) sa prostopadle,

czyli gdy

skad odpowiedz:
5(r—1)+13(y —2)=0.



DerF. Niech f : D — R i (20,50) lezy we wnetrzu D C IR:2 Méwimy, ze f jest ‘
rézniczkowalna w (xo,y0), gdy istnieja takie stale A, B, ze z
lim f(@o + Az, yo + Ay) — (f(wo,y0) + A- Az + B - Ay)
(Az,Ay)—(0,0) (Az)? + (Ay)?

i =[Az,0 Az - J':i To, Yo
= 0. ERY

0= [0,Ay, Ay - f,(zo, Yo

Gdy f jest rézniczkowalna, to A = f;(z0,%0) 1 B = f, (w0, Y0);

pochodna, D f mozna utozsamiaé¢ z gradientem: V f d:ef( s fy) (inaczej: grad f ).

2 . - ’

DEeF*. (Dokladniej i ogélniej.) Niech f: D — R" i pg lezy we wnetrzu D CIR™ ' E
Przeksztalcenie liniowe ® : IR"* — IR jest pochodna (Df)(po), gdy o P
i 1o +0) = (f(po) + @MW)l _ v

h—0 ||h|| 1 L : :

Tw. Gdy f: R* — IR ma ciagle pochodne czastkowe, to f jest rézniczkowalna.

DowOéD. Zauwazmy, ze:

f@o+Az,yo+Ay) = (f(x0,y0)+Fy (wo,y0)-Az+f, (x0,y0)-Ay) <
V(Az)+(Ay)? -
f(xotAz,yo+Ay)—f(zo,yo+Ay) _ £ . |Az|
< ’ Az fx(x07y0)’ (Az)2+(Ay)2
f(zo,yo+Ay)—f(zo,y0) g1 . |Ay] _
+ ‘ Ay 4 (o, yo)‘ o)t By

z tw. Lagrange’a istnieja s,t € (0,1) takie, ze
Y . _ . |[Az|
= |fo(xo +1t-Az,y0 + Ay) — fr (0, y0)| sl
A
+ !f{,(ffo,yo +s5-Ay) — f;(xo,y0)| : m <
<|fi(mo+t- Az,yo + Ay) — fr(xo,y0)| - 1+ | £} (w0, Yo + s - Ay) — f1(z0,50)] - 1
co, przy zalozeniu, ze f; i f, sa ciagle, daje
5  0-140-1=0. O
(Az,Ay)—(0,0)

Tw. Gdy f: R? — IR jest rézniczkowalna, to jest ciagla.

UWwAGA. Istnieja funkcje nieciagle, ktérych pochodne czastkowe wszedzie istnieja,

np.: f(z,y) = ﬁxf_g‘y% dla (z,y) # (0,0) i f£(0,0) =0 (sprawdz).
Istnieja nawet takie funkcje nieciagle, ktére maja wszystkie pochodne kierunkowe.



